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La premiere parti€e ac€ Ce travall CONCerne la reCinercile de la nature de 1 1niegrale
d’un systeme différentiel de la forme ci-dessus, dans le cas de coefficients constants, et
nous prouvons ici le théoreme:

I. Si les coefficients du systéeme ci-dessus sont constants, il existe une intégrale qui
ou bien a sa frontiére a distance finie, ou bien consiste en trois séries uniformément
convergentes.

Nous croyons avoir construit 1’élément qui représente le systeme de fonctions x1,
X2, T3 au voisinage d’un point ¢'. Les fonctions peuvent rester régulieres au voisinage
de t/, ou 'on peut les développer en puissances entieres positives. D’apres un théoréme
connu sur l'intégrale d’un systeme différentiel de la forme donnée, ou bien le disque
de convergence s’étend a chacun des développements pour z71,x2,x3 jusqu’a l’'infini,
ou bien il existe, sur la frontiere du disque de convergence, au moins un point ¢t au
voisinage duquel I'une des trois fonctions est infinie. Nous voulons considérer ce dernier
cas comme acceptable, donc exclure la convergence continue des séries pour x1, o, T3.
Nous supposons plus loin que le point mentionné n’est pas un point frontiere pour le
systeme des fonctions 1,9, x3, ainsi nous voulons maintenant prouver qu’entre les
coefficients du systeme différentiel satisfait par les trois fonctions il doit certainement
exister une relation. Nous supposons pour cela que le systéme des coefficients (a, b, ¢)
du systeme différentiel ci-dessus ne satisfait pas d’équations

A=0,a,=0,0,=0,c3=0,a1=0, by =0, c3 =0, (1)

o A est le déterminant du systéme de coefficients (a, b, c), et af, b5, ¢ sont les sous-
déterminants correspondant a aq,bs,c3. Alors a présent ¢’ ne doit pas étre un point
de la frontiere, ainsi le systeme des fonctions x1, z2, 3 se laisse représenter dans son
voisinage par des séries de la forme suivante

1 :Alu_" + Agu_"+1 + Agu_"+2
Zo :Blu_" —+ Bgu_"+1 —+ Bgu_"+2
€T3 :Clu_" —+ C’gu_"+1 —+ C3U_n+2

l rd . . -\ .
ou u = [t —t"]" désigne une racine r—iéme de ¢t — t”. 1l s’ensuit

d —1 —2
P g BT pgrr el T p 2 = (A)
dt r r r

et des séries similaires en résultent pour dzo/dt, dzs/dt, désignons-les par (B), (C). On
en déduit

a1T2x3 + asr3xy + azrire = (a1 B1Cy + a2 BaCy + G3B3C3)U_2n
+ [al(Bng =+ BQCl) + CLQ(ClAQ + Ang) + a3(A1B2 + AgBl)] u_2”+1 4 ...= (a)
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et des séries similaires s’ensuivent pour les développements des membres de gauche des
deuxieme et troisieme équations dans le systeme différentiel considéré, désignons-les par
(b), (c). Nous devons maintenant égaler les séries (A) et (a), (B) et (b), (C) et (c).
Pour cela, comparons les coefficients de la plus haute puissance.

Comme 'une au moins des fonctions 1, xo, x3 doit avoir un podle en v = 0, on
peut supposer qu'un au moins des coefficients A1, By, C7 est non nul, par exemple Ay,
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S1 D1l que Ie COClICIent du 1nonome de pius bas degre dals (A ) est egaleinent noi nul.
Montrons que ceci est encore vrai pour (a). Dans le cas contraire nous aurions

0 =a1B1C1 + baC1 A1 + a3A1 B, et également
0 :b13101 + bgClAl + b3AlBl et également
0 :clBlCl + CQClAl + CgAlBl et également

d’ou, puisque A n’est pas nul,
BCy =0, C1A; =0, A1B; =0,
et, comme de plus A; n’est pas nul,
Cy=B;=0.

Supposons maintenant que les coefficients de (a) soient tous nuls jusuqu’ celui de
w2 tR=1inclus, et que ceux de x5 et x3 le soient galement jusqu’au rang u~"tF—1
inclus. Alors les coefficients de u~2"** dans (a),(b),(c) deviennent

A1 (a2Cky1 + a3Bi11), A1(b2Ck41 + bsBis1), A1(c2Cry1 + c3Brt1).

Mais puisque le premier coefficient de (A) est gal au premier de (a), et que l'on a
Bl = Cl = 07
b2Cry1 +b3Bry1 =0, c2Cly1 + c3Bry1 =0,

et de 1 puisque le dterminant a) n’est pas nul
Biy1 =0, Cpy1 =0,

et donc
Ai1(a2Cry1 +a3Bgy1) =0

c’est-—-dire que le coeficient de ©~2"** dans (a) est nul. Les hypothses conduisant ce

rsultat seraient donc vraies dans le cas k = 1 si nous supposions que les premiers
membres de (A) et de (a) ne coincident pas. Elles seraient donc vraies pour tout k,
et les coefficients de (a) devraient étre nuls, ce qui est impossible puisque le premier
coefficient de (a) doit étre non nul. Les premiers membres de (A) et (a), (B) et (b), (C)
et (c) doivent donc étre gaux, et I’on obtient les quations

—n—r=-2n, n=r

—A; =a1B,C) + a2C1 A1 + a3 A1 By,
—B; =b1B,C; + b2C1 Ay + b3 A1 By, (2)
—C1 =c1B1Cy + c2C1 Ay + c3A1B;.

Nous avons dduit ces quations sous ’hypothse que A; ...est non nul .... On se
convainc aisment que la conclusion reste vraie ...si c’est B; ou C7 qui est non nul, en
remplagant a} par b, ou par ¢ dans la dmonstration. Par 'hypothse que le systme
des coefficients ne satisfait aucune des quations (1), on prouve aisment que la nullit
d’une des quantits A, By, C; entraine celle des deux autres si elles satisfont le systme
(2). Donc Ay, By, Cy sont tous non nuls et ceci, combin avec ’quation n = r, prouve la
proposition



rage o

II. Supposons que les coefficients du systéme différentiel ne satisfassent aucune
des équations (1). Si en un point t'" l'une des fonctions x1, w2, x3 solution du systéme
devient infinie, les deux autres le deviennent également et le point t” est un pole simple
pour les trois.

Nous traitons prsent du systme (2). Pour cela .. .posons

1 1 1

—_— = U1, — = U, —— = U3.
Ay " By T Ch

Les équations vérifiées par uq, us, uz sont

—UgU3 =a1U1 + AUz + azus,
—uguy =byui + bous + bgus, (3)

—U1U2 =C1U1 + C2U2 + C3U3.

Résolvant les deux premires quations en uq et usg, 'on obtient
I az +uz az | a as + us
! 3 b bs ) "\ by + us b
_ by +uz b3 . ai a2 + us
te s ( ax az )\ b1+ us ba 4)

et en substituant les expressions dans la troisieme on arrive, apres quelques calculs et
aprs avoir divis par ug, l’quation suivante en ug

b C—Lklu a2:u3 23 ay az + us +u G2 tus 03 bitus by =0
Cc1 C2 C3
(5)

On peut mettre us en facteur car uz = 0 conduit la solution vidente ...systme (3)
...u1p = ug = ug = 0. Si ug est constamment nul, il suffit de supposer que le systme des
coefficients (a, b, ¢) ne vrifie aucune des quations (1) pour en dduire que u; et us sont
nuls et que le triplet (uq,us,us) est donc indpendant des coefficients (a, b, ¢). Pour un
triplet (u1, us, us) dans lequel aucune composante n’est infinie, uz vrifiera donc I’quation
(5). Rciproquement, les formules (4) associent chaque racine de I'quation (5) un couple
(u1,uz) tel que (u1,us,uz) satisfait au systme (3). Ceci pourrait ventuellemnt n’avoir
pas lieu si et seulement si le dnominateur dans les formules (4) tait constamment nul
pour une des racines de (5), ce qui est impossible car cette racine ne dpendrait que
de a1, b1, az, be; mais, d’aprs I’'quation (5), un des numrateurs de (4) devrait galement
s’annuler et ce numrateur dpend aussi de ag, bs. Comme en gnral I’quation (5) n’a pas de
racine double, ainsi qu’on peut s’en rendre compte en calculant le discriminant pour des
valeurs particulires des coefficients (a, b, c), on peut affirmer que le nombre des triplets
(u1, us2, u3) solutions des quations (4) est exactement le degr de I’quation (5), c’est--dire
quatre, et que les quantits ug solutions de (3) sont les racines de (5). Comme de plus
dans un triplet (A, By, C7) fonction des coefficients (a,b,c) et solution de I’quation
(2) aucune des composantes n’est identiquement nulle, il s’ensuit que le nombre de ces
triplets est quatre et que les valeurs de C; sont les solutions de ’quation rciproque de

(5).



nevenons  prsent  11dentiiicatlion des terimes de plus Naut degr dalls 1es quatlons
obtenues en galant les sries (A) et (a), (B) et (b), (C) et (c).
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Dans les dveloppements en srie de x1, x9, 3, plusieurs des coefficients suivant Ay, By, C
peuvent étre nuls et nous allons supposer que Agi1, Brt1,Cry1 est le premier triplet
non nul. Dans ce cas, le premier triplet non nul des termes de (A),(B),(C) est

r—k r—k r—k
Ak—|—17_

Cr+1

o l'on doit prendre soin de remplacer dans toutes les sries le nombre n par r. ...

a1(B1Ck+1 + C1Bi11) + a2(C1Aky1 + A1Cky1) + a3(A1Brt1 + B1Ag+1)

r—k

Apt1 =01(B1Cx41 + C1Biy1) + a2(CrAg+1 + A1Cki1) + a3(A1 Bey1 + B1Ak+1)
r—=k

Bit1 =b1(B1Ck41 + C1Bg41) + b2 (C1Ak11 + A1Cri1) + b3(A1Br+1 + B1Ak+1)
r—k

Crt+1 =€1(B1Cky1 + C1Bjt1) + c2(CrAk41 + A1Crp1) + c3(A1Brt1 + B1Agk41)

ou crit autrement

k —

r
(a2Ch + a3By — . JAk+1 + (a3A1 +a1C1)Bit1 + (a1 B1 + a241)Cr41 =0

k—r
(b2Ch + b3 B1)Agy1 + (bsA1 + 61C1 — " )Bik+1 + (b1B1 4+ b2A41)Cry1 =0
k—r
(c2C1 + c3B1)Agy1 + (c3A1 + c1C1)Bgt1 + (1 B1 + c2 4y — )Cry1 = 0.
asC1 + a3B; — % azA1 + a1C a1B1 + as Ay
boC1 + b3 By bsA1 + b0y — A= b1 By + b Ay =0. (6)
6201 + 3By C3A1 + 6101 1By + 02A1 — kr

T

...et posons pour —@ la lettre z [NDLR indices de Fuchs=1 — z = k/r, F(za,,b,c) =
le membre de gauche de (6)]. ...
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A1 Bl Cl

T 2:m, $3:m, (7)

A

III. Si le systeme différentiel proposé est intégrable en un systéme de fonctions
qui ne sont pas de la forme (7), et qui ne sont pas représentables par trois séries uni-
formément convergentes, et qui n’ont pas de frontiére a distance finie,
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SO0l I'(z,@,0,C) €5 nuc pour unec certarne vateur aec < ...,
soit les coefficients du systéeme vérifient une des équations (1).

CL1:1, a2:t7 CL3:O, 61:07 62:17 b3:07 01:07 02:t7 03:17

(1 t+U3)2
=0
us 1

(1 — ust —u2)* = 0.

ou bien

1 —ust —u2 =0.

L’quation rciproque est donc

C? - Cit—1=0.

1
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t—Vit2+

4 C,,_t+\/t2+4 C,,,_t+ t2+4 v t—Vt2+4
9 ’ 1_f7 1 — 5 - 5

Cl =

U + (t + Ug)UQ =0, uguy + ug =0,
... Cette quation est

2
UjU3 = C1U1 — U1 U3 + C3U3,

donc
uz = —t
ujuz = —tuiug + us

ui +tu; —1=0.

1 1
— =A = §(t+\/t2+4).

31

B, = -Ci Ay,
O =Lt =V +4)avec A =Lt —Vi2+4), ...
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1
Bgz—a(t%z—t t2 +4).

Ol = 3(t— V2 +4) avec AY = S(t+ V2 +4), ...

BV =1.

,  t—Vt2+4 A,,_t+\/t2 A,,,_t— t2+4, A{V:t+ 2 +4

1=y A 2

.les combinaisons Cj A}; CY A, O A} OV ALYV

C{:%(t— 2 44), A = %( 12+ 4), Bj:-%(t%%-t@).
t+\/t27 Al = %( 12 +4), Bi’:-%(ﬁ+2+t@).

= = t+\/t27 A’l”:% 2 +4), B =1 (8)

01=§@—¢§I®AV L+ VAT, BY =1

T_kz R(z a,b,c, Ay, B1,C1) ...(2,0,0),(0,20),(0,0,z) ...somme de vingt-
sept dtermmants
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bs b as a9 az as
s (o) o (i 0)ra (0]
+2B1 { Ay b3 by +B, [ M) (BN

c3 1 c3 by b1

b1 by as aq az aj
seda (G n) e (D) ra(i 0]

ou, ...

zA1(—Ara) + Bib) + Cic)) + 2B1(Aray — Bibl + Cich) + 201 (Araz + Bibs — Cich).

—BlClA — 2A16L’1, —ClAlA — 2B1 ,2, —AlBlA — 2010:/3,
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n\<,a,9,¢, A1,0H01,01) ...

R(z,a,b,¢, A1, By, Cy) =2° + 2%{(e1 + a3) By + (ag + b3)C1 + (b3 + c2) A1}
— 2{3A1B1C1 A + 2(a} A2 + W, B} + ¢4C?)} + 24, B1C1 A.

[NDLR = I’équation indicielle]
. . .Al,Bl, Cl .. .R(z,a,b, C, Al, Bl, Cl) =0.. All, Bi, Ci,A/{, Bi/, Ci’ cee \/t2 +4
AL BLClL A B CY

tt—6+t(t? —2)Vt2 +4
23 t(t 4+ V12 +4)22 + (2 W+ z

—{tt AP L2+ t(2 +2)V 12 +4) =0.

..2=2...0n divise par z — 2 ...

A2 2+ t(2 +2)VE2 +4
24 (P +2+ /12 +4)z+ R 2<+) T2,

24+ 24+t/t2 +4
5 )

Z1 = R =

Pour le signe moins:
2 4+2—tVt2+4
5 .

2y =z =
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LLAYBYCY, AVBIVOTY dans R(z,a,b, ¢, Ay, By, C1) =0 ...

241222 — (1+2t%)2 -2 =0.
CCAYBYOr  AVBIVOY Lz =2 ..

24+ (P 4+2)z2+1=0,

_t2+2+t\/t2+4
2

P H2-tV/12+4
5 :

" o__ " o__
Zl_ 7Z2_

IE s INallli IV RpIV MV
AYBYCY, AVBIVE!

24+2+0/2+4 P+2-t/t2+4
2 ’ 2 ’
et ...R(z,a,b,c,A1,B1,C1) =0 ... A{BIC},A!BYCY. ... F(z,a,b,c) ...x1, 22,23
...pour le systme de coefficients (a,b,c) ... F(z,a,b,c) = 0 0 z est ou bien un entier
naturel positif ou bien un nombre rationnel ngatif.

...a1,ba,c3 ...quotient de fonctions o ...a1,ba,c3 ...a$,09,cY ... 2), 2h,2h .t
...coefficients a,b,c ...|ai| > af,|ba] > 19, |c3| > I ...fonctions z1,z2, 23 pour t =
t . 6,82,8 .. & > |2, & > |xh], &3 > |ah| ... convergence ...z, %2, 23 dans un
voisinage de t' ...pour les fonctions x1,xo,x3 ...pour t = t' ...fonctions x1,xs, T3

2,
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...quotients de o ...1es 10NCLlons xri, r2,r3 ...Le NOIMPre de Ces systines de 1onctlons
: : / / /
x1, T2, s est infini, quand &;,&2,&3 ... 27, 75, x5
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...quand les coefficients a, b, ¢ . . . quand le systme des coefficients a, b, ¢ ne vrifie aucune
des quations (1), ou aucune des quations f(z,a,b,c) = 0, o z est ou bien un entier naturel
positif ou bien un nombre rationnel ngatif.

En conclusion (?), pour que les fonctions x1, z2, x3 soient uniformes (7), on doit
avoir 7 = 1 et on obtient le rsultat:

[Vrifier] Si le systme diffrentiel propos est intgrable en un systme de fonctions
uniformes avec un rayon de convergence infini, et que ... alors on doit satisfaire ou bien
une des quations (1), ou bien une des quations F(—k,a,b,c) = 0, o k est un entier
positif.

[NDLR Bizarre. Dans le cas Darboux-Halphen, (1) est satisfaite.]

[NDLR Attention: ce nouveau k est I’ancien k augment de 1.]

[NDLR Ici semble se terminer le “test”, ce qui suit ressortant a la suffisance. Donc
pas trace de condition d’absence de log]

...une intgration par les trois fonctions k; ‘;1((:)) ko ‘702(%) ks U;’((tt)) (0 k1, ko, k3 sont
des constantes certaines (7)), ... F(—1,a,b,c) =0. ...

IV. Si le systeme différentiel proposé est intégrable en un systéme de trois fonctions
doublement périodiques, alors ses coefficients doivent vérifier ou bien l'une des équations
(1), ou bien l’équation F(—k,a,b,c) =0, k=1,...,r—1, ou r est le plus petit nombre
de poles qui se trouvent dans les différents parallélogrammes des périodes communs aux
trois fonctions.

...que le systme des coefficients a, b, ¢ satisfait une des quations (1), ...du thorme
IT le systme de fonctions z1,x2,x3 de laisse dvelopper au voisinage d’une singularit
distance finie

T :A1<t — t/)_l + A2 —|— A3<t — t/) —|— e
o :Bl(t_t/)_1+B2+B3(t_t/)+... (9)
I3 :Cl<t — t/)_l +02 —f—Cg(t —t/) =+ .. .y

o Ay, By, Cy sont de diffrence nulle (7). ...As, By, Cy ... F(0,a,b,¢) = 0 ...Nous de-
vrons donc supposer A, = By = Cy = 0.

...nuls jusqu’ Agsi1, Bsy1,Csyq inclus, ...pour la drive logarithmique s—ime de
1 ’quation
s—1 565333

ds lg.ﬁb‘l
=Fi(t
dis 1( ) + @ T

+ Fy(t), (10)

o Fi(t), F5(t) sont deux fonctions doublement priodiques de ¢ ...z1,x2, 3 ... paire de
priodes 2w, 2w/, . ..
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d*tlge; - 5,
— 2 =)+ ar s 2R
dts—l—l 1( ) 1= T
o Fi(t), F»(t) sont des fonctions ...F|,Fy ...[01,02,...,0r ...T2 ...priodes 2w, 2w’
LB+ B .+ 6E=0
Dans ce thorme une des fonctions x1, 2o, z3 ...les fonctions x1, xo, x3
...Appelons 2w;,2w] une paire de priodes de z1, 2wq,2w) de z2, 2ws, 2w} de z3.

+ Fy(1),
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ty,t ,...,007 [INDLIK1'INAICE 1 tall CITo1| ull systine .. ..xrjp ...pour la palre de priodes
2w1, 2w]. Donc t' + 2ws est une singularit distance finie (?) pour xy, donc aussi pour
z1, et ...avec un des points ¢/, t”,...,t%). Il en est de méme pour ¢’ + 4w, t’ + 6ws, . . .
Le nombre de points ¢ + 2mws, ...est infini ...du systme ¢/, ¢”,...,t(*) sont congrus
(mod 2wy, 2w)). ...

t' + 2mwy = t' + 2m'wy (mod 2wy, 2w7),

2(m — m")ws = 0(mod 2wy, 2w7).

C’est--dire 2(m — m/)wy est une priode de xy. ...2wy ...priode de xj. ...2w)
...priode de z1. ...x1 et x5 ...les trois fonctions sont toutes semblables (7).
t,t",...,t"). [NDLR t} ou t'?] Le nombre r ...deux des trois fonctions z1,zs, 3
deviennent nulles . .. q d q
x
_1:07 ﬂ:(), ﬂzo7
dt dt dt
Page 11
dxq dza dzs
Ri(z1,22,23)— + Ra(x1, T2, 23) — + R3(x1, 22, T3) ——,
1(z1, 22 3)dt+ 2(x1, T2 3)dt+ 3(x1, T2 3)dt
o Ry, Ry, R3 dsignent des fonctions entires (7) rationnelles, ...z, pour t =ty ...[01,14

...T9,x3 pour t =ty ...L’quation

d$1:|
— = CL151V1,
{ de t=t,

...01,v1 ...aussi ay ...x1 pour la valeur ¢ = t; ...x1 ...au point t; avec le nombre

d’ordre 1 ...z avec tq1,ta, ...ty ...ty +to+...+t, =t +t" + ...+t .. .dans la
thorie des fonctions elliptiques ... 051, B2, ..., By ---t1,t2, .., ) .. de zo

...I’quation (10). ...
1 d [z57
a1¢q 1& ( ;13)

d (z3z3)  d (a3 x5 dxs
dt ( 1 ) _x3dt (Z(Jl) +.CL‘1 dt '

(x—f au voisinage d’une singularit distance finie, soit ¢’. . . . sur les systmes

d

e

3de

de coefficients dans les fonctions x1, xg, 2 :

a2y =t—t)"{Bj+Kt—-t)""+...}

T35 By "2

e R W Sy L

o A=ty (t =)+
d 3 By /
2o (1)l —t)?
T Sy ey P

d (x5 B;Cy ,
x3 ( )— (s 1)A1(t—t’)5+1+P1(t t).

Page 12

10



ceoaWw, 2wWoLLronction o o...avec A Y, b 7,00 7 Lole pomt Y L. systine de Com-
posantes A1, B1,Cq ...

r (k)® ~(k)
() = (-1t S B

(s=1) (4 _ 4(k)
A (=)
= g4

e

(k)
Al

...au point t(*) .. (s —1)

dt 1
[NDLR exposant 3 remplac par s?] ... z—j %
On a donc
dZL'3
O = C1T2X3 + C2X3T1 + C3T1X2 ¢
par consquent
x5 das st e,
:v_2 g A 233 + (cows + c3x2)xs,
1 1

ou quand on suppose ¢(t) = (caxs + c3x2)Ts :

x5 das 5,
—2 =1 2 + 90(07
1 dt 1
0 ¢(t) dsigne une fonction priodique de t avec la paire de priodes 2w, 2w’ ... x4
pd (2
T3\ T )

d x§xs x5 s

= = fit) + ¢ Loo(t) — f(b),

T i)+ e o) - 1)

... par diffrentiation de (10) ...

d* gz _ 5y _
i = () + a1 T ) + ared 2 ane] () — £(8) + F(8).
1

Ceci dfinit donc deux fonctions FY(t) + ar () = Fi(t) et arci Ho(t) — f(t) +
F5(t) = Fy(t) ...ont 2w, 2w’ comme paire de priodes ...z; ...l'"quation

d*tga, a5ty
—qpr Fi(t) + aic] o + Fy(t), (11)
s+1
...J’autre une singularit de ;. ... %Tm’ ...de x1, soit t;.

...les valeurs de x5, 3 ...de =3

s+1 s
Ty T3 61
= P(t—1ty1).
T al(t—tl) + ( 1)
Page 13
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caux polnes 1, ...,0p ...1a 1I011CL1I01N1 O ...aU polnt t = U ... zW, LW

—tH(l——) .

o w = 2vw+ 2V W’ et le produit s’tend sur toutes les valeurs entires positives et ngatives

S|>—‘

devett....
't — tk
Zﬁb
.. la puissance la plus petite . .. tf’;k
s+1
o 1
Uy (t) = 22— 0t
CB]_ (],1
..aux points tq,...,tx ...1’quation
s+1
Ty T3 1
<= =Wy (t)+ —U(t
T = () + ()

. x5ty
la fonction - &

. (1/a)) ()

On utilise cela dans ’quation (11), et 'on obtient

se dcompose en une somme de deux fonctions, dont ... Wy ()

d*tige, - . _ . _
At = [Fl(t> + Cqu(tﬂ + [FQ(t) + a101\1’1(t>} + F2(t)7

et ici Fy(t) + ¢V (t) et Fa(t) + a1ci ¥ (t) sont deux fonctions, dont la premiere ... et
dont la deuxime ...
La fonction x7 ...une drive du logarithme d’une fonction similaire (7), donc la

(s + 1)—ime ...soit G(t) — H(t), ...dont I'une G(t) ...lautre H(t)

A" gy A" g uy
TdpstL = G(1), T destt = H(t),
..dont la premire u; ...la deuxime us ...uy, us
g P(t) - .
T dptl = Fi(t) + 79 (1), (12)
P(t) i | T
Page 14

2w, 20
olt—t1)o(t—ta)... o(t—t,)
ot —t) ot —t")...ot—tM)

r1 =
ot C désigne une constante. ...t1 +to+...+t, =t +t" +.. .+t ...z
z2=Co(t—t1)o(t —t2)...o(t —t,).

12



...z €L L7(0) ... 16 quotient 1~(1)/ < cetrc unc ronction L |[INULIv entirej, € est--dire telle
quelle peut se reprsenter sous la forme e o P, (t) est uniformment [NDLR abrviation
de ?] convergente: Donc on a: P(t) = zef*®), Or 'on a

d?1g 2
CB gt —t1) —plt—ta) — .. — plt —tr)
s+1
une fonction doublement priodique avec la paire de priodes 2w, 20/, . .. d I Jf .8 >1
ds+1 lo P ds+1 . d8+1P1 , A
. dtil ©) dtsE + dts+1(t) dans I'quation (12) ...
dsttp(t)  dstigz - .
dts_|_]_ dt5+1 = F]- (t> + Clqj(t>7
A" Py (1) s . . . /
—qo et c;U(t) sont des fonctions uniques non priodiques. ... ¥(t) ... ¥/(¢)
d°"?p (1) 0
des+2 770 des+2
d*H?p(t) "
dts+2 -
S 10 /
¥ g 2

Fi(t)+cSW(t) — kt — K,

dt3+1

ciU(t) — kt

etre doublement priodique . ..

cdet . 2wU() L2 BE, 20
Page 15

2y BE () — Kt 2nes >y By — 2kw, 2/ >y B — 2kw; .

e} Y By — 2kw =0

k=1

T
2n'c; ZBZ —2kw’ = 0.
k=1

Cette quation a, puisque le dterminant 2nw’ — 2n'w + i est diffrent de zro, ...
T
> B =0 k=0,
k=1
... puisque c¢; doit étre diffrent de zro:

> Bi=o. (13)



...uhorme 1v ... 2, alllsl o1l ODUICNL une quatloll qul a la 1orie de 1L quatloln (1U)
quand on y substitue s = 1. Or, puisque le systme de coefficients As, By, Cy s’annule,
...I’quation (10) pour le cas s = 2, de méme que I'quation (13) pour s = 1. ... A3 =
B3 = C3 =0...Iquation (10) pour s = 1, 'quation (13) pour s = 2. ... que I'annulation
du systme de coefficients A3 = Bs =C3 =0,44, =By, =Cy =0,...,A,41,B,11,Cr11

dans (9) ...DPquation (13) pour s=1,2,...,r ...01 =0 =... =03, =0 ... A3 = Bs =

C3=0,...,4,41,B,11,C,41 dans (9) ...Uquation (6) ...pourr=1...k=2,3,...,r,

ou on doit vrifier 'quation F(—k,a,b,c) = 0 pour une des valeurs k =1,2,...,r — 1.
...que ¢; ne soit pas nul. ...aq,ba, ¢35 ...21, X2, T3 ... un nouveau systme ', 5, x5

...al,b2,03 ...F(—k,a,b,c) =0 ...Al,Bl,Cl ...Le thorme IV ...
...et nous cherchons ici les fonctions elliptiques de degrs deux et quatre ...Sur le
systme de coefficients (a, b, ¢)

Page 16

Par consquent nous nous posons maintenant la question: Comment doit étre con-
stitu un systme de trois fonctions elliptiques du deuxime degr pour satisfaire notre
systme difrentiel? ...¢',t" ... A}, B}, CY ...les coefficients de (t —t’) ...dans le voisi-
nage de t'" avec AY, BY,CY,

A+ A7 =0, Bi+ B =0, C; +C{ =
... Ces quations nous conduisent ... A}, B{,Cy ... Ay, BY,CY ...I'quation (2)

_A,l =a1B101 + (120114,1 + (ZgAllBi,
— A =a1BYCY + asCy A} + az AYBY,

LA =AY, Bl =-BYy, C} =—CY

— A} =a1B{C] + axC1 A} + a3 A B,
A} = BICY + axClLAY + as 4B,

[INDLR —A; corrig en — A/, premire quation, membre de gauche| on doit donc avoir
Al = —A]

ce qui, puisque A} est diffrent de zro, ne peut étre le cas. ...le thorme
V. Trois fonctions elliptiques du deuxiéeme degré qui ont les mémes périodes ne
peuvent étre solutions du systéme proposé que s’il n’existe aucune relation (1) entre les

coefficients.

C X1, X2, X3 . X1, Xy .. 2w, 2w) . L.de Xy, L. 2we, 2w L. de xo, et 7 L. de
x1 ...qu'une des priodes de x5 ne peut étre priode de x;. ...priodes 2ws, 2w5 priodes
de 1 ...de 7 ...quand t,t"” ...non congrues (mod 2wy, 2w} [NDLR erreur]) ... cette
paire de priodes 2ws, 2w, t',t" ...de z1, ...t',t" ...de x5 ...de trois fonctions congrues
(mod 2w, 2w5) ...avec t', ou avec t”’. ...Mais une paire de priodes d’une fonction de

degr r ...r points ... une paire de priodes fondamentales 2ws, 2w} ...de x1 ...et x1, 2
... 2wq, 2wk ne soient pas priodes de z1,

Page 17

L 2wa. 2w o.de g .. .de ..t + 2wy .. cavee t ou t” (mod 2wy, 2w)) ... ce
point n’est pas congru t’ ...ainsi on a

t' + 2ws = t” (mod 2wy, 2w)).

14



..o aws Congru L un des points ¢, v (INnod 2w, 4Wy) €L pulsque Ce polnt 11 est
pas congru t”, ...2ws priode de z7 ...

t' 4+ 4wy =t (mod 2wy, 2w)),
ou 4w est une priode de x7. ...
t" —t' = 2wy (mod 2wy, 2w)),
d’o le couple
4wy = 0 (mod 2w, 2wy).

... 4ws est une priode de z1,
2w, 20 U tw, o et w L Fwpout w20, 2(wr W)
Lt W] wet W
2w = 2w, 20 = wi,

la paire de priodes de Fj est 2w, 4w’ ...la coordonne relle dans Zj_; [INDLR illisible] est
de signe positif, ... —2w1, 2w} ... F5(t) une fonction doublement priodique du deuxime
degr ...20Q,4Q ...t/ +2Q ...t/ +2w’ ...est un point distance finie de F; et donc aussi
de Fy. ...t/ +2Q (mod 29,4Q") [NDLR indice 1 corrig].

Page 18

Ceci s’crit
t' + 2w =t' (mod 29,49Q").

Donc
2w" =0 (mod 292, 4Q),

ou encore 2w’ est une priode de Fs. ...t' + 2w =t (mod 29Q,4Q) ... 2w, 2w’ ...

t'+ 2w =1t +2Q (mod 2Q,4Q") [NDLR un modulo corrig]
2w =2, 4w =49 (mod 29,4Q)

c’est--dire 4w est une priode de Fy. ...t' + 20" =t/ (mod 29Q,4Q) ...2w’, 4w est une
paire de priodes de F5 ...est aussi une paire de priodes fondamentales de F5.

t'+ 2w =t + 20 (mod 29, 4Q).

40" =49 (mod 292, 4Q),

c’est--dire 4w’ est une priode de Fs. ...t'+2w ...congru t’' ou t'+ 2. Dans le premier
cas on obtient que 2w est aussi priode de F5, la fonction F5 a donc aussi la paire de
priodes 2w, 4w, ... Fy, Fy

t'+20 =t + 20,

...additionne
2w =t + 20
2t + 2(w + ') = 2t + 49 (mod 292, 4Q),
2(w+ ') = 49 (mod 29,4Q"),

15



Cc est--dlre 2\wW +~w ) est priodae de fg, ...aW , 4w W ) ausSsl deux priodes dc 72 ...pour
la fonction Fy(t) ...2w' , 4w ou 2(w + w'), 4w’.
Donc nous pouvons comprendre sous z7 la fonction Fj(t), ...des fonctions xs, 3
.. une fonction similaire F5(¢) ... Les fonctions x1, x3, 3 . . . deux des fonctions x1, x2, T3
2w, 40 2(wH W), 4w’ 20 4w, .. w, W L. une paire de priodes fondamentales 2w, 4w’
de z1 ...t une singularit distance finie de =7 ...t 4+ 2w’ ...la fonction o(¢) ...

o(t+ w)

_ olt+w+w) (o ot+w') _ .
1) = nw 1) = (n+n"w 1) = n'w
01( ) a(w) € ’ 02( ) a(w+w’) € ’ 03( ) a(w’) € )
[NDLR w corrig en w’ dans la dernire exponentielle]
..des trois fonctions ?((f)), ?(%) ,(’2;’(%) () rsu(lt)at:
. . o1(t) o2(t) os3(t
Celles des trois fonctions ORI ORIO)
Page 19
Par une fonction elliptique du deuxime degr, ... fonction J*(%) [NDLR A corrig en
indice| ...au point ¢ ... 2w, 2w’ ...de la forme J*(Ef tf)) +CN. ... les fonctions x1, x9, T3

..les fonctions C} 1((tt tt,)) +C1,Cy ?((tt tt,)) +C%, Cs ?((tt tt,)) +C’§, ... % ... que les quantits

1, 0%, C4 doivent étre gales zro. ...

O'1<t—t) Ug(t—t/)

oft—1) oft—1)

..les indices des fonctions x5, x3 ... fonctions

O'3<t - t/)

= ot )

+Ci, To = Cy +C§, r3 = C3 —f—Cé

02 03
o o ... X2, T3 ...

dzy Oy — don(t—t) _ _c, oa(t —t") os(t —t") _ o (v2 — C3)(x3 — C3)

dt Ydt o(t —t) o(t—t) o(t—t) C,Cs

et ce doit donc étre

(z2 — C3)(z3 — C3)

—C
! CyC5

= A1T2x3 + a2x3x1 + A3T1T2.

T, x9,x3 ...C1 = Ch = C5 =0 ...29,23 ...une des fonctions z1, xo, 3, soit xy
dpendante de x1,x3 ...des trois fonctions x1, 2,23 ...des quotients de fonctions o

..deux des trois fonctions 2+, 22 22 ¢’ .. .t' .. .les constantes C7,Cy, C; doivent
étre nulles ...aq,b2,c3. ...21, 22, T3 ...quotients de fonctions o
Page 20

..deux des trois fonctions x1, %2, 23 ... 21, T2 ... T1,T2,273 ...w,w ...2w, 4w’ une
paire de priodes fondamentales de x1, et ' 4+ 2w est une des singularits distance finie
de zy ...0,01,092,03

o(t—t) oot =)
=Ci———— ‘2.4 (C =Co———2+(C
Oy TOn m =Gy O
* . Ul(t t) /
La fonction z7 ...C4 =) +Cl . w,W

16



.3 dOlt elre une ades deux I01NCLl1oIs

C UQ(t_t/) ’ O'3(t—t/)

c,, C Ch.
25— " By T3
os3(t —t) ,
C Cs.
3 3 (t—t’) + 3
L a2, g da o
dezy o oo(t—t) os(t —t)
dt Yolt—t) olt—t)
..x3 = Cy '72((tt tt,)) +C5 [INDLR z37] ... 24,22 ... 23 . deux des trois fonctions 1, x2, :L'3I
..thorme V, la vracit du thorme:

Trois fonctions elliptiques de degr deux peuvent satisfaire notre systme diffrentiel

dans lequel les coefficients ne satisfont aucune des quations (1), quand elles constituent
un systme de fonctions de la forme

CAM, Cﬂgﬂ(t — 1) , CVUV(t —t) ,
o(t—1t) o(t—1t) o(t—1t)
o deux quelconques des indices ne peuvent pas étre gaux.

CAw 4w’
Page 21

St 2wt + 2(w + W'). .. trois fonctions elliptiques du quatrime degr
2w, 2w’ .. fonction o(t) ...t ¢ ¢ ¢ 1V .. .les fonctions w1, 1o, 73

t— 1
1 =K1 + Z ApZE-ty)

ot — t(v))
K+ ZBMU (t—t)
T b S
2o = ot =)
(' (t =)
I3 —K3+ZC ( t('Y))
o entre Aﬁ”, B@, C@ doivent avoir lieu les relations
4 4 4
SoaP =0, Y B =0, Y ¢ =0, (14)
y=1 y=1 ~y=1

. .AY), Bp), C’p) ...un parmi quatre des coefficients a, b, ¢ . . . 'quation (3) ... K1, K, Kgl

. A3, By, Cy ... (9) ...sur le systme des coefficients a,b,c ...t", t" 'V, .. 2

0]

U/(t/ ) o (t/ t///) (V) O'/(t/ _ t(IV))
K]_ + A/l A/l/ 1 — O

U(Zf/ t”) O’( Zf/”) O’(t/ _ t(IV))

U/(t” ) U’(t” t’”) (V) U’(t” _ t(IV))
Ki+Al———+ A —————— 4+ A7 ——————= =0

U(t” /) O'(t” t///) (t” _ t(IV))

U/(t/// _ ) O,/(t/// _ t”) (IV) o (t”/ t(IV))
K1 + A/ U(t’” _ ) + A ( 1" t”) ( no__ Z5(1\/)) =0 (15)

q

/(t(IV) ) O (t(IV) _ t”) " U/(t(IV) _ t’”)

/ —
R [ b v o s BT B

17



rage zz

.. X2,T3 LA B,C K1 KQ,K3
Dans le systme d’quations (15) ...

. . (t/ . t”) - U’(Zf/ . t”’) U/(t/// . t//) (V) U’(Zf/ _ t(IV)> O,/(t(IV) _ t//) B
(Ai+40)7 ot —t) 4 o —t7) | ot — ) 4 o (F — 1)) (eI — ) =0

LA A=A — AT

A/// o (tl t”/) + O,/(t/// _ t”) O,/(t// _ tl>
1 U(t _ t”/) O'(t”/ _ t”) O'(t” _ t/)
1 — (V) 1 AV) g " —
oA {7t o ), S =Y
U(t’ _ t(IV)) ( t(AV) _ t”) O’(t” _ t')
U/(t” _ t/) U/(t/ ///) ’(t’” _ t”)
A/
1 { U(t” _ t/) (t t”’) O'(t”’ _ t”) }
I — V) ol (tAV) _ T —
U(t” _ t(IV)) (t(IV) t”’) O'(t”' _ t”)
I — It — +(IV) tAV)
O e I U ) B )
U( _ t’) O’(t/ _ Z5(1\/)) a(t(IV) _ t”/>
N /1, U/(t///’// _ t”) N U/(t” _ 2t(IV)) N U/<t(IV) _ t”/) 0
U( _ t”) U( " _ t(IV)) U(t(IV) _ t”’)
.. cette quation (6) avec I’quation (16) ensemble .. .les relations suivantes doivent
étre vrifies:

A B! C///
1 1

AgIV) - B§IV) - C%IV)
AgIV) B§IV) C’%IV)
A, B
A _ B _ G
Al T By o

AW B ) es quations (2) ... A®, B® o™ 4® BE o)

..deux systmesl
de valeurs vrifiant les quations (2)

A =AW BY = kB, ) = kCM

AP =a;BPCP 1+ a0 AP + az A B
_ Ags) _ 12 {a1B§k)ka) 4 achk)Agk) n agAgl-c)ng)}
Ceci implique

AP = g2A

et galement

AP = kAP

18



par consquent £ = 1, sl blen que les systmes de valeurs A; *, by ", Uy 7, A1 ", Dy 7,01 7

Page 23
2,20 .. Ay B Cl . A By CY, LAY By e AN pIY) oY)
1A
A =AY = AL =AY,
B! =B"™) =B, = BY,
e -t — i~ c.

..avec les relations (14). ...dans les quations (15) ...

o (t/ . t’”) U/(t’” i t”) U’(t” . t’) B
ot — t///) U(t/” _ t”) (t” _ t/) -
(

(
1t 4(IV) 1(+(AIV) _ g P4 gt
o' (¢ —tM) o't t) o't t)zo,
O'(t” _ t(IV)) 0-<t(IV) _ t’”) (t”/ _ t”)
(

O”(t”/ - t’) U/(t’ _ t(IV)
ot — t/) + U(t’ —+(Iv)
U/(t(IV) _ t”) U’(t” —

O'(t(IV) _ t”) + O'(t” —#

PG
a(t<IV> ")
o (t' — tIV))
o(t' —tdV)

~_ | —

~—

Chacune de ces trois quations est une consquence de trois autres quations, . .. ¢", t"", t ™)
A =t " = g, YY) =t oty Ly, to, B

UI(tQ —t3) . U/(tg) o 0/(t3)
olta—t3)  o(t2) (ts)’
(ts—t1) _o'(ts) o'(t1)
(ts) (

) )

)

Q
Q

O'(t3 — tl) o t3 tl) ’ (17)
Ul(tl — tQ) Ul(tl _ UI(tQ
U(tl — tQ) U(tl (tQ) ’

[NDLR criture change pour respecter la permutation circulaire]
En consquence des formules

Q

Q

ces quations sont identiques

St +e/) ) g et et ell)
p(t2) — p(ts) T op(ts3) — o(t1) T op(t) — p(t2) '

L@ (t2) + @' (t3) = 0,0/ (t3) + @' (t1) = 0,9 (t1) + @' (t2) = 0. ...soustrayant la
seconde de la troisime gg’(tg) — ©'(t3) = 0, ...avec @'(t3) + ©'(t3) = 0, ... ¢ (t2) =
0, p/(t3> =0,...p (t1> =

M — + w, g w4+ w/,t(IV) — ¢ + w/,
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rage z4

cow,wtw W " V) Tes constantes K, Ko, K3 . . . les quations (15) ... K1, Ky, K3l
S " V) les fonctions xq, 2, x5 . . . les relations (14), ainsi que les formules (18),
..pour x1,xo, r3 dans le forme suivante

L p=t) Ay Ay A7)
T ot —t)—e1  plt—t)—es  p(t—t) —es
"t — B B! BIV)
2o = p'( ) 1 + 1 + 1 : (19)
2 p(t — t’) — €1 p(t — t/) — €2 p(t — t’) — €3
o ot —t') cl cy C{IV)
8 2 pt—t)—er pt—1t)—e pt—1t)—-e;3

En outre e, e, e3 ont la signification e; = p(w),e2 = p(w + w'),e3 = p(w'), et il
existe alors entre eq, eo, e3 la relation

e1 + ez +e3 =0. (20)

Si nous avions w,w +w’ ... t", ¢, t0V) | .eq,eq,e3 ...quotients de o ...aq, b, c3
...les fonctions (19) ...les constantes t’,w,w’ dans les fonctions (19) doivent étre in-
dpendantes des coefficients a, b, ¢, donc l'intgrale gnrale contient (temps?) trois con-
stantes arbitraires. ...les dveloppements (9) pour les fonctions (19) ...les coefficients
As, B3, C3 ...pour les fonctions (19)

As = —Afe; — Al'eq — Agw)eg,
By =—Be; — B/"es — B¢y,
C3=—-Cle; —C'eq — C’{IV)eg,
ou d’aprs la relation (20)
Ay = (4] = AT )er — (A7 — AT )er,
By = —(B} - B{")er — (B} = B{")es,
Cs = —(Cf = C1"er = (O = 1 )ea,

{(a2C1 + asBl = 1)(A] = A1) + (341 + 0 C)(BY = BI™Y)) + (a1 Bf + az4))(CY - ¢V } ex
{(a20] +asB] = )(A7 = ALY + (a4} + aC(BY = BI™) + (1B + ax A)(C1 = )} ey = 0

Page 25

Puisque d’autre part d’aprs les quations (2) —AY = a1 BYCY 4+ axCY AY + a3 A BY,
il s’ensuit
91 + G3Bi - 1)A/1/ + (CL3A/1 + alC{)Bi’ + (CLlBi + CLQA&)C{’
11(C1BY + B1CY + B{CY) + a2(A|C{ + C1AY + CY AY) + as(B1 Ay + A| B + AYBY)
11(By + BY)(C] + C7) + a2(C1 + OF ) (A} + AY) + az(A} + BY) (B} + BY) — a1 B1C] — a2C1 A} — az A1 By
1n(By + BY)(C1 + C7) + aa(Cr + C7) (A7 + AY) + as(A] + BY)(By + BY) + A1

20



e 1meime on trouve

(axC] + asB} — 1) A} + (azA} + a1C])BY" + (a1 B + axA})CY’

= a1(B] + BY")(C] 4+ C") + a2(C + CY") (A} + AY') + a3(A} + BY")(B; + BY") + A1,

(CLQCi + CLgBi — 1)A§IV) —|— (CL3A/1 + alC{)B?V) + (alBi + CLQA/I)C{IV)

= a1(B, + B"™Y () + ™)) + a4y (€] + TN Ay + A + a5(4) + BTV (B] + BI™Y)) + Al

...Pquation (21) pour des valeurs arbitraires de w,w’ ...e1, ez ...les coefficients
de e, es ...I’quation double:

a1(By + BY)(C1 + C1) + aa(Cy + CY) (A1 + A7) + a3 (A1 + BY)(By + BY)
=a1(B] + BI')(C] + ') + aa(Cy + O ) (44 + AY) + g4} + BY) (B + BY) - (22)
=a(BL+ BN (CL+ O+ aa(CF + 7)) (AL + ATY) + as (A1 + B (81 + B,

On ajoute ...

?
ZA&R) —0=a ZBY@)CW + GQde)Agk) 1 as ZAgk)BYC),
k=1

Z ng) —0=b, Zng)C{k) T by Z dk)Agk) t by Z Agk)BYc),
Z ka) —0=q ZBWUW T Zcfk)Agk) ¥ s ZAgk)B§k)’
et donc, puisque A est diffrent de zro:
ZBWCYC) — 0, ZCYC)AW — 0, ZAgk)ng) =0,

et par suite
/ 1" / 1" / " / " / (V) / (Iv)
1+ B)(CL+CY)+ (B +B)(Cr+ )+ (By+ By )(Cr+C1 )
(B, + B! + B! + B™)c| + (¢} + cy + ¢y + ¢"™NB} + B|C, + B/C) + Bl"C)' + B ™) = .

De méme ...le coefficient de as, ainsi que celui de a3 dans la somme .. .1’quation
double (22) ...

a1(B] + BY)(C] + CY) + az(Cy + CY) (AL + AY) + az(A} + BY) (B + BY) =0,
a1(B1 + B{")(C] + C") + az(C1 + CY")(A] + AY") + as(A} + BY")(By + B{") = 0,
=a1 (B, + B™)(C) + ™)) + ax(C] + V(AL + A 4 ag(AL + BTy (B) + BMY). = 0.

Nous pouvons tablir six autres de ces quations ...aq1,as,as ...b1,bs, b3, c1,cCo,cC3
...relations (9) ...de ai, ag, a3z avec bl, bg, b3 et c1,c0,c3. ...

Page 26

a1(By+ B!)(Cy +CY) + ax(Cy + CY) (AL + AY) + az(A} + BY)(B, + BY) =
bi(By + B)(C] + CY) +ba(C] + CY) (AL + AY) + b3(A} + BY)(B} + BY)
c1(By + BY)(C] 4 CY) 4 co(Cy + CY ) (A} + AY) + c3(A} + BY)(B; + BY)

0,
0,
0.
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rulsqu ICl le dterminant des COclllCients est dilirent de zro, on obtleint: {(pal Ces
quations .. .)

(Bl +BY)(C1+CY) = 0, (C1+CY) (A7 + AY) =0, (4] + BY)(B{ + BY) =0,
(B/ + B”/)(C/ + C//l) — (C],_ + C/l/)(Al + A/l/) — O (AI + B”/)(B/ + B/Il) — O
By + B+ ™) =0, () + o)A+ AT =0, (A + BB+ B™Y) = 0.

..ces neuf relations ...aj, bs,c3 ...dans le systme de coefficients (a,b,¢) ...De
méme les trois premires quations dans les relations (23) exigent que deux des trois
sommes A + AY, B} + BY,C] + CY aient la valeur zro. Nous obtenons par exemple(?)
que

A+ A7 =0, Bi+ By =0, soit A} =—-AY, B = -BY.
De plus deux des trois sommes A} + AY’, B} + BY’,C{ + C{” doivent étre nulles.
“A:/ _}_//AN B://+/;/B///// A/ + A/// B/ + B/// A/// — A&/)B/// — Bi/ C/// _ Ci/

0= aBY(CY — CY') + ag AY(CY — CY),
0= b1 BY(CT = C1') + b2 AY(CY = CT),

d’o, puisque le dterminant ¢4 doit étre non nul, ... BY(CY —-CY") =0, AY(CY -CY") =
donc C{ — C{" = 0. [NDLR mal lisible, vrifier] ...le quatrime systme de valeurs
A(IV) B(IV) C’(IV) ...les relations (14) ...A?V) = —A/17B§IV) = —B], par consquent
C’(IV) —C1 ...les quatre systmes de valeurs . .. (4], B, C}), (-4}, —B1,C1), (A}, —Bj, C{(?)),I
( Bi? Cl)
O+ O +CV + CP = 0 ...par consquent CY(?) = —Cj, ...dans ce cas
(A}, B}, CY), (—A’l, Bi, (1) devraient [NDLR temps?] satisfaire simultanment les qua-
tions (2), ...

Al + A/lll O Cl + C/l/ — 0 ou Bl + B/l/ — O Cl + C/l/ B/l/ —
B;,C'" = —C]. . A(IV) —A’l,C(IV) —cy, ...Agm —A’l,B(IV) —B;, et
B(IV) —Bi,C(IV) —C1, ...le quatrime systme de valeurs ...Par consquent les

quatre systmes de valeurs deviennebt les suivants:
(Alla Bl? Cl)a

(A1, B, CY),

(A/// B/// CN/>

11> )

(A, V) cv)y _

(A1, By, C1),
(A1, =By, CY),
(

(=

A B}, 01,
AllvB(IV) _Cl)
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..larelation (14) ...les quantits (C{, A7, ng), ...si bien que les quatre systmes
de valeurs prennent la forme

(A17B1701>7 (_Aiv _B:/lv C:/l)v (Aiv _Bi7 _C:/l>7 (_Aiv Biv _Ci)

..les quatre systmes, dont [les variables| satisfont aux quations (2), ont cette
forme, ...aq,bs,c3 ...dans la troisime quation dans (2) ...les premier et troisime
systmes de valeurs ...

~C} =1 BYC + esCL A} + c3 A4 BS,
+Cy =1 BYCY — ¢3Cy A} — c3 A4 BS,
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parl consquent
0=c1B1CY, ¢1 = 0.

...dans la troisime quation de (2) ...les premier et quatrime systmes de valeurs

...I’'quation ¢ = 0. On montre de méme que b; = bz = 0, ...dans la deuxime quation
de (2) ...le systme de valeurs 1,2, ...1,3, et que ag = a3 = 0, ...le systme de valeurs
1,2, ...14.

... La disposition (7) des quatre systmes de valeurs A, B,C ... B{+ B{ =0,C] +
¢ =0, [NDLR ordre modifi] ...C1+CY =0,A1+A] =0, ... A1+ A =0,B1+ B =
0, ...le systme des quatre systmes de valeurs A, B,C ...systme A, B,C ...a1,bo,c3

Ugl(gt__;/)), ?(&t__;/)), ?&t__f,,)), ...par consquent trois fonctions elliptiques du deuxime degr

...l'intgrale gnrale du systme diffrentiel, ...le rsultat:

VI. Trois fonctions elliptiques du quatriéme degré qui ont les mémes périodes ne
peuvent étre la solution générale du systéme proposé pourvu que les coefficients ne sat-
isfassent aucune des relations (1).

...dans les formules (19) ...quatre systmes de valeurs A, B,C ...les quations
(2) ...les relations (14) ...des coefficients a, b, ¢ ...systme de valeurs Ay, By,Cy ...les
quantits Ay, B1,C1 .. .les quantits A et B ...la grandeur C' ...dans la forme de I’quation
rciproque de (9). ...I’quation (5) ...que les quations dterminant uq, ue sont:
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al an as
b by byt ( b b3+“1)+u1<b3+“1 bl)_<b1 b ):0,

Cco + U c3 C3 C1 c1 Co+ U
c1 Ca+u c3

“ a2 a3+ Uy aq as + us as + us as C1+u2 co
bl b2 bg ¢ +u c -+ ug c c . a a ( 4%: 0.
e +uy Cy ¢s 1 2 3 3 2 1 2

... les coefficients des plus hautes puissances dans les quations rciproques de (24)
et (5) ...les membres constants dans (24) et (5) ...pendant que les coefficients des
puissances troisimes dans les quations rciproques de (24) et (5) sont les coefficients des
puissances premires dans (24) et (5), ...quand on dsigne les termes constants dans ces
quations par Ko, K{), K/ les coefficients des puissances premires par K1, K1, K, on peut
prsenter les quations dsires sous la forme:

K K/ K//
o0, ZL=0, =L =0

...les coefficients dans deux ranges horizontales dans le systme de coefficients
(a,b,c) ...la troisime range horizontale . ..quatre solutions des quations K; = 0, K| =
0, K =0, ...les dnominateurs Ko, K, K[/, ...les quations (25) ... travers un troisime
systme ...les dnominateurs Ko, K}, K/, ... K1, K{, K{, ...a},a},a% ... pour les sous-
dterminants de a1, a9,a3,... ...

K = ((a3 + cy)b + b0} — (a3 + c1)A,
Ky = (b1 + ag)ds + cichy — (by + az)A,
Ky = ((cdy + b3)a) + asal — (c2 + b3)A.
...les grandeurs Ky, K, K{ ...ces trois produits de deux facteurs, ...de dtermi-

nant A ...un des trois mineurs a, b5, ¢ .. .les grandeurs K7, K, K{ ...trois fonctions
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rationnelles entires () ae a,o,c ...01, 02,03 €5L du preiier degr, ...Cces granacurs SOt
du deuxime degr. ...pour Ky, K1, K{ ...les grandeurs by, bo, b3 ...la grandeur A .. .est
linaire en les termes by, bo, b3

Ki’ Zblcgbé — bg(ag + Cl)b’Q + bgagbIQ — (CL3 + Cl)A,

K{ =b2b3a1(a3 + Cl> + b1b3a2(a3 — Cl) - blbz(ag + alcg)
+ b%a263 — bgalag + bzalbll — blagbll — (bl + CLQ)A,

Ky = — babs(c] + ares) + bibsca(cr — az) + bibacs(cr + a3)
+ b3aico — bicacs + bacsbly — bycably — (o + bs)A.
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...b1,bo, by systme linaire . ..dfinissons y1, y2 par les quations:

Y = blcgbé — bQ(CL3 + Cl)blg + bgCLQb’Z + bé ,1,
Yo = blbll + beIQ + b3 g,

si bien que yo n’est rien d’autre que A.
De ces quations nous dterminons by et b ...

Yaazbly — y1b5 — babh(c1bs — ayby) + 01 b7

b =
' by (azby — c2b) !
’ bh (cably — azbh) ’
0 ...que le dnominateur b, (coby — agb}) est diffrent de zro, ...pour by,b3 ... K}, Ky

... K1, K; fonctions rationnelles entires de y1, y2, b2 . . . R1(y1, Y2, b2), Ra(y1, Y2, b2). . . . les|}
grandeurs by, ba, b3 . ..

y1 — (a3 +c1)y2 = 0, Ri(y1,y2,b2) =0, Ra(y1,y2,b2) = 0.
... Dfinissons (temps?) enfin une troisime fonction y; de by, ba, b3 par I’'quation

y’1 =Y — (G3 + C1)y2,

y1 =0, Ri(yy + (as + c1)y2, y2,b2) = 0, Ra(y; + (asz + c1)y2, y2, ba) = 0,

et ce systme d’quations est manifestement identique
¥y =0, Ri((as + c1)y2,y2,b2) = 0, Ra((as + c1)y2, y2,b2) = 0.

Les fOIlCtiOIlS R1(<CL3 + Cl)yg,yg, bg),RQ((CLg, + Cl)yg,yg,bg) . Ki, K1 ...de bl, b3

...formules (26) ...qu’on remplace y; par (as + ¢1)ysa. ...pour by, bs dans les formules
pour K{, Ky ...
k1 — boky + b} b2
pourbl:y21 24+137
ks
ko — boks + bLb"2
pour bs Y282 2k5+ L
—k3
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O R1, k2, K3, R4, K5 OIIL la S1E811111Ca11011 SUulvante

ki = agbIQ — (az + Cl)bg, ko = CQbIQ — (ag + Cl)b,l,
k‘g = blz(CLlel - Czbg), ]{34 = bé(Clbé — albé), ]{35 = bIQ(agb,l — Cgbé).

C1 = (a3 — c1)kiks — c3ki + a1k3,
02 = —(CL3 — Cl)<l{?2]{?4 —+ k1k5) =+ 203]{?1]{?4 — 2@1]{?2]{?3,
03 == (CL3 - Cl)(kigbg + ]{Jlblq) + 2a1b/1]€2 — 203[)%]{?1.

Page 30

...les fonctions Rq, Ro

Ri((az + c1)y2, y2,b2) = — 75 %

{y2a2C1 + ba[a2Cs + kz(ai(as + c1)ks + (a3 + aic3)k1)] + biks + axbibsCs + asks(bi k1 + ks) }
Ro((as + c1)y2,y2,b2) = Iz_jz) X

{y20201 + ba[c2Cs + k3((C% +aicg)ka + cs(as + c1)k1)] — b3/€§ + 025/15503 + C2/€3(b§k‘2 - k3)} .

Dans ces expressions ...pour by, b3
Les expressions pour C,C5,Cs5 ...pour Cp,Cy, C3

Cl = k’3(b/2 — 2((12 + 61)2),
CQ = —2b'2k:3(a§ + C% —|— ascq + CL103),
03 = 3]63(@3 + Cl).

... On reporte cela dans les expressions pour Ry, Ry ...ks3 ...deviennent des fonc-
tions linaires de bl, bg, bg quand on met Y2 = blbll—l—bgbé—f—bgbé ...avec F1<b1, bg, b3), FQ(bl, bg, b3)l

g1 = by — 2(az + ¢1)?), ga = by(by + 4(az + ¢1)?), g3 = 3(az + c1)by b,
Par consquent on obtient

Fy(by, ba, bs) =b1(azbig1 + ks) — ba(azgs — a1(as + c1)ks — (a3 + aics)ks)
+ bgagbigr + az(gs + bik1 + k3),

Fy (b1, b2, bs) =bycabigr — ba(cage — cs(as + c1)k1 — (¢ + arcs)ks)
+ bz (cabsgr — k3) + c2(gs + b3ka — k3).

...de bl,bg,b;g

y1 — (ag + c1)y2 =0,
Y2 F'1 (b1, b2, b3) =0, y2F2(by, b2, b3) = 0. (27)

On voit donc que ce systme se dcompose en deux autres linaires par rapport
b17b27b3

Ly1 — (a3 +c1)y2 =0, y2 =0,
IIyl - (CE3 + Cl)yZ = 07 F1<b17627 b3) = 07 FZ(bla b27 b3) = 0.

25



L€ Systine d quatlons 1 €st 1aentique
Y1 = 07 Yo = 07

et il posde de nombreuses solutions finies qui sont donnees (?) par les formules (26)
quand on y fait y; = yo = 0. ...les quations K1 =0, K| =0, K{ =
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...les nombreux systmes finis de valeurs by, by, b3 ...pour lesquels yo = 0, ...de dter-
minant deviendrait (temps?) nul, et par consquent pour lesquels les dnominateurs
Ky, K, K{/ s’annuleraient (temps?) aussi. ...K; =0, K] =0, K{ =0 ...les quations
IT ...en gnral aucun des dnominateurs Ky, K{,, K}/ ne s’annulera. ...les quations I une
solution pour laquelle ni A ni aucun des mineurs af, b5, ¢4 ne s’annule. ...le cas simple
o ai,as,as,cy,C, cg ont les valeurs suivantes, a; = as = a3 =c; =co = 1,c3 = 2. Pour
ce cas k3 = —1 est diffrent de zro, nous pouvons ... que les deux systmes d’quations I et

IT remplacent le systme d’quations K7 = 0, K1 = 0, K = 0. Les quations II deviennent
dans ce cas

3by — 4by + by = 0,
3by — 4by = 1,
Thy — dby + by = —1,

elles conduisent la solution by = —1/4,by = —7/16,b3 = —1, pour laquelle ni A ni
aucun des mineurs a}, b}, ¢4 ne s’annule.

K =0,K! =0,K'=0...A=0,a, =0,b, =0,¢, =0, ... Koy = 0,K, =
0, K = 0...les quatre systmes de valeurs dpendants (?) Ay, By, C; vrifiant les relations
(14) .. .les fonctions elliptiques (19) . . . les dveloppements des fonctions (19) au voisinage
...les coefficients des puissances ngatives ...Nous disons donc

dl’l
i a1T2x3 — AgT3x1 — azr1x2 = —@1(t),
dl‘g
o bizoxs — baxsxry — byzixe = —P2(t),
dZL'3
o~ C1%2%3 — T3l — CaaiTy = —p3(t),

o les fonctions @1 (t), pa(t), p3(t) ne sont infinies en aucun point distance finie, mais
ces fonctions sont doublement priodiques, elles doivent donc se rduire trois constantes.
La nature de ces constantes ...mais les termes constants dans les dveloppements de
w1(t), pa(t), p3(t) au voisinage d’un point quelconque distance finie, soit ¢’. Cette con-
stante est pour ¢ dj dveloppe dans la forme du membre de gauche de I’quation (21).
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2w, 20 2w, 2w L 2w, 20 L 2w, 2w 2w, 2w
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1)
2)

neses.

L’imaginaire dans ’analyse mathématique a la méme réalité que le réel.

Par la représentation de la mécanique sous la seule supposition de la notion de
temps, d’espace et de matiere, ’expérience [expérimentation] est réclamée [occupée]
comme par la représentation ['interprétation] habituelle, sous I’hypothese addition-
nelle de la notion de force, qui fait éviter aussi beaucoup de difficultés, lesquelles,
par cette facon de représenter [interpréter] pour la compréhension, proviennent de
I’obscurité de ’expérience.

Les idées de Hume sur la nexus? causale nous conduisent a écarter du traitement
mathématique de la mécanique la notion de force comme étant métaphysique.
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