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ａｎｄｓｕｆｆｅｒｅｄｆｒｏｍｇｒｅａｔｐｏｌｉｔｉｃａｌｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓａｎｄｈａｒｄｓｈｉｐ［Ｗａｎ，Ｃｈａｐｔｅｒ９］．Ｕｎｆｏｒｔｕｎａｔｅｌｙ，ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｓｅｓｅｖｅｎ
ｙｅａｒｓ，ｉｎｔｈｅｐｅａｃｅｆｕｌｗｏｒｌｄｏｕｔｓｉｄｅＣｈｉｎａ（ｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈｔｈｅｒｉｏｔｏｕｓＣｈｉｎａｉｎｔｈｅＣｕｌｔｕｒａｌＲｅｖｏｌｕｔｉｏｎ）ｓｏｍｅ
ｅｖｅｎｂｅｇａｎｔｏｓｕｓｐｅｃｔｗｈｅｔｈｅｒＣｈｅｎｈａｄｍａｄｅｓｏｍｅｆａｔａｌｅｒｒｏｒｓｉｎｈｉｓｐｒｏｏｆｏｆ（１＋２）ａｎｄｃｏｕｌｄｎｏｔｆｉｌｌｔｈｅｇａｐｓ．
　ＴｈｅａｂｏｖｅｓｔｏｒｙｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔＣｈｅｎ’ｓａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｏｎ（１＋２）ｗａｓａ“ｓｏｌｏｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｗｏｒｌｄ”ｆｏｒｓｅｖｅｎｙｅａｒｓ．Ｔｈｅ７ｙｅａｒ（１９６６ｔｏ１９７３）ａｂｓｅｎｃｅｏｆｅｓｓｅｎｔｉａｌｐｒｏｇｒｅｓｓｏｎＧ（２）ｏｕｔｓｉｄｅＣｈｉｎａｓｉｎｇｌｅｄ
ｏｕｔＣｈｅｎ’ｓｉｎｇｅｎｉｏｕｓａｂｉｌｉｔｙｉｎｔｈｅａｔｔａｃｋｕｐｏｎＧ（２）ｗｈｉｃｈｗａｓｍｕｃｈｍｏｒｅｗｅｌｌａｄｖａｎｃｅｄｔｈａｎｔｈｅｃｏｎｔｅｍｐｏｒａ
ｒｙｗｏｒｋｓｏｎＧｏｌｄｂａｃｈ’ｓｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｈｅｗｏｒｌｄ．
　Ｃｌｅａｒｌｙ，ｓｏｍｅａｒｅａｓｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｔｈｅｏｒｙｒｅｓｅａｒｃｈｉｎＣｈｉｎａｂｅｆｏｒｅｔｈｅＣｕｌｔｕｒａｌＲｅｖｏｌｕｔｉｏｎｈａｖｅｏｎｃｅｒｅａｃｈｅｄ
ｔｈｅｖｅｒｙｆｒｏｎｔｉｅｒｓｉｎｔｈｅｗｏｒｌｄ．ＴｈｅｒｅｃｏｒｄｏｆＣｈｅｎ’ｓ（１＋２）ｈａｓａｌｒｅａｄｙｌａｓｔｅｄｆｏｒｍｏｒｅｔｈａｎｆｏｕｒｄｅｃａｄｅｓａｎｄ
ｉｎｄｅｅｄｉｓｉｍｐｏｒｔａｎｔｅｎｏｕｇｈｔｏｆｏｒｍａｎｏｔａｂｌｅｐａｒｔｏｆｔｈｅｈｉｓｔｏｒｙｉｎｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ．
　ＷｅｈａｖｅｓｅｅｎｔｈａｔｔｈｅｈｉｓｔｏｒｉｃａｌｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓｏｆＧ（２）ａｎｄＧ（３）ａｒｅｑｕｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔ．Ｉｎｔｈｅｎｅｘｔｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ
ｗｉｌｌｔｒｙｔｏｄｉｓｃｕｓｓａｎｄｅｘｐｌａｉｎｓｏｍｅｏｂｖｉｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎＧ（２）ａｎｄＧ（３）ｉｎｍｏｒｅｄｅｔａｉｌｓ．

２　ＳｏｍｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎＧ（２）ａｎｄＧ（３）

　ＨｉｓｔｏｒｉｃａｌｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓｏｆＧ（２）ａｎｄＧ（３）ｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔＧ（２）ｉｓｔｏｕｇｈｅｒｔｈａｎＧ（３）ｉｎｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｏｆａｔｔａｃｋｓ．
ＩｆｗｅｇｏｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｐｒｏｏｆｓｉｎｄｅｔａｉｌｓｏｆＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｗｏｕｌｄｎｏｔｂｅｓｕｒ
ｐｒｉｓｅｄａｔａｌｌｂｙｔｈｅｓｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ．Ｆｏｒｔｈｅｓｅｐｒｏｏｆｓ，ｏｎｅｍａｙｒｅａｄ，ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，［Ｄａｖ，Ｃｈａｐｔｅｒ２６］ｆｏｒＶｉｎｏ
ｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄ［ＨＲ，Ｃｈａｐｔｅｒ１１］ｆｏｒＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｉｎｓｔｅａｄｏｆｐｒｏｏｆｓｏｆｔｈｅｓｅｔｗｏ
ｔｈｅｏｒｅｍｓ，ｗｅｗｉｌｌｌｏｏｋｉｎｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｉｖｅｑｕｉｔｅｏｂｖｉｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎＧ（２）ａｎｄＧ（３）．Ｗｉｔｈｔｈｅｓｅ
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ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｗｅｃｏｕｌｄｓｅｎｓｅｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＧ（２）ｌｉｅｓｍｕｃｈｄｅｅｐｅｒｔｈａｎＧ（３）．
　ＷｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓｂｙＮＮａｎｄｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓｂｙＰＰ．Ｆｏｒａ，ｂ∈ＮＮｉｆａｄｉｖｉｄｅｓ
ｂｗｅｗｒｉｔｅａ｜ｂｏｒｏｔｈｅｒｗｉｓｅａ ｂ．＃Ｓｍｅａｎｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆａｌｌｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｔｈｅ（ｆｉｎｉｔｅ）ｓｅｔＳ．
（Ｄ１）．ＩｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔＧ（２）ｉｓａｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｗｏｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ（ｐｒｉｍｅ）ｖａｒｉａｂｌｅｓｗｈｉｌｅＧ（３）ｉｓｏｆｔｈｒｅｅｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔ（ｐｒｉｍｅ）ｖａｒｉａｂｌｅｓ．Ｔｈａｔｉｓ，ｉｎｓｏｌｖｉｎｇＧ（３）ｗｅｈａｖｅｏｎｅｍｏｒｅｆｒｅｅｄｏｍｔｈａｎＧ（２）ｉｎｃｈｏｏｓｉｎｇｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓｆｒｏｍＰＰ．ＮｏｔｅｔｈａｔａｃｔｕａｌｌｙｂｏｔｈＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｒｅｍｅｒｅｌｙ
ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｒｅｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ（ｐｒｉｍｅ）ｖａｒｉａｂｌｅｓｓｉｎｃｅｔｈｅＰ２ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｍａｙｂｅａｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｗｏｐｒｉｍｅｓ．
Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｐｌａｉｎｌｙｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆＧ（２）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆＧ（３），ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒ３ｉｓａｎｏｄｄｐｒｉｍｅａｎｄ
（６≤）ｎ－３ｉｓａｎｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｉｆｎ（≥９）ｉｓａｎｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒ．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ（Ｄ４）ｗｅｓｅｅｔｈａｔｅｖｅｎｆｒｏｍａ
ｒｅｓｕｌｔｗｈｉｃｈｉｓｅｘｔｒｅｍｅｌｙｆａｒａｗａｙｆｒｏｍｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（２）ｗｅｃａｎｓｔｉｌｌｏｂｔａｉｎｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆ
ｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（３）．
（Ｄ２）．ＴｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＶｉｎＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅａｎｄｓｏｔｈｅａｔｔａｃｋｕｐｏｎｔｈｅＱｕａｎｔｉｔａ
ｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（３）（ｉ．ｅ．，ｔｏｐｒｏｖｅＶ＝９）ｃｏｕｌｄｂｅｓｔａｒｔｅｄａｓｓｏｏｎａｓｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（３）ｈａｓｂｅｅｎｓｅｔ
ｔｌｅｄｉｎ１９３７（ｉ．ｅ．，ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙａｆｔｅｒＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄ）．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔ
Ｎ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ．Ｔｈａｔｉｓ，ａｌｔｈｏｕｇｈｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ（ｐｒｉｍｅ）ｖａｒ
ｉａｂｌｅｓｉｎｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（２）ｉｓｒｅｌｅａｓｅｄｔｏｐｏｓｓｉｂｌｙｔｈｒｅｅｂｕｔｎｏｔｓｔｒｉｃｔｌｙｔｗｏ（ｉ．ｅ．，ｔｈｅ（１＋２）ｂｕｔｎｏｔ
ｔｈｅ（１＋１）），ｉｔｉｓｓｔｉｌｌｎｏｔｐｏｓｓｉｂｌｅｔｏａｓｓｉｇｎａｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｔｏｔｈｅＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｗｉｔｈｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇ
ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ．Ｉｆｉｎｆｕｔｕｒｅ，ｆｏｒａｎｙｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｎ０ｗｅｃａｎｒｅｐｌａｃｅｔｈｅＰ２ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｂｙａｐｒｉｍｅｂｕｔｔｈｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔＮ０ｉｓｓｔｉｌｌｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｎｌｙｃｌａｉｍｔｈａｔｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（２）（ｉ．ｅ．，
ｔｈｅ（１＋１））ｉｓｓｅｔｔｌｅｄｂｕｔｄｏｎｏｔｋｎｏｗｈｏｗｔｏｓｔａｒｔｏｕｒａｔｔａｃｋｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙｕｐｏｎｔｈｅＱｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（２）
（ｉ．ｅ．，ｔｏｐｒｏｖｅＮ０＝６）．ＳｏｉｔｉｓｓｔｉｌｌｈｏｐｅｌｅｓｓｔｏｆｉｎａｌｌｙｓｅｔｔｌｅＧ（２）ｕｎｌｅｓｓＮ０ｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ．Ｔｈｉｓ
ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎｓｈｏｗｓｔｈｅｔｏｕｇｈｎｅｓｓｏｆＧ（２）ａｎｄｒｅｆｌｅｃｔｓｔｈｅｓｔｒｉｋｉｎｇｄｅｐｔｈｏｆＣｈｅｎ’ｓｗｏｒｋ．
　ＴｈｅｒｅａｓｏｎｗｈｙｔｈｅＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｉｓｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｌｙｍｙｓｔｅｒｉｏｕｓａｎｄｗｉｌｌ
ｂｅｅｘｐｌａｉｎｅｄｉｎＳｅｃｔｉｏｎ３，（Ａ３）ａｎｄＳｅｃｔｉｏｎ４．Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｎｏｔｅｄｔｈａｔ，ｂｙｔｈｅｓａｍｅｒｅａｓｏｎｃａｕｓｉｎｇｔｈｅｎｏｎｅｆ
ｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＮ０ｉｎｔｈｅｗｅａｋｅｒｒｅｓｕｌｔ（１＋３）ｉｓａｌｓｏｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅ
ｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ．
（Ｄ３）．ＡｓｓｕｍｉｎｇｔｈｅＧＲＨａｎｄａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅＣｉｒｃｌｅＭｅｔｈｏｄ，ｉｎ１９９７Ｊ．Ｍ．Ｄｅｓｈｏｕｉｌｌｅｒｓ，Ｇ．Ｅｆｆｉｎｇｅｒ，Ｈ．Ｔｅ
ＲｉｅｌｅａｎｄＤ．Ｚｉｎｏｖｉｅｖ［ＤＥＲＺ］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＶｉｎＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｓａｔｉｓｆｉｅｓＶ＝９．Ｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔｌｙ，ｕｎｄｅｒｔｈｅＧＲＨ，Ｖ＝９ｗａｓａｌｓｏｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅｔｗｏｒｅｓｕｌｔｓｂｙＹ．Ｓａｏｕｔｅｒ［Ｓａｏ］ｉｎ１９９８
ａｎｄＤ．Ｚｉｎｏｖｉｅｖ［Ｚｉｎ］ｉｎ１９９７．ＴｈｅｙｄｉｄｎｏｔｓｅｔｔｌｅｔｈｅＱｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（３）ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｅｘｔｒａａｓｓｕｍｐ
ｔｉｏｎ，ＧＲＨ（ｃｆ．Ｈａｒｄｙ＆Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ）．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｉｒｒｅｓｕｌｔｓｔｒｏｎｇｌｙｓｕｐｐｏｒｔｓｔｈｅｂｅｌｉｅｆｉｎｔｈｅｔｒｕｔｈ
ｏｆＧ（３）．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｕｎｄｅｒｔｈｅＧＲＨ，ｔｈｅＣｉｒｃｌｅＭｅｔｈｏｄｄｏｅｓｎｏｔｗｏｒｋｗｅｌｌｆｏｒＧ（２）．Ｉｎ１９２４，Ｇ．Ｈ．
ＨａｒｄｙａｎｄＪ．Ｅ．Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ［ＨＬ２］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈａｔ
ｕｎｄｅｒｔｈｅＧＲＨｆｏｒａｎｙε＞０ｔｈｅｒｅｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｃｏｎｓｔａｎｔＮ１ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎεｏｎｌｙｓｕｃｈｔｈａｔ
ｗｅｈａｖｅ

＃Ｅ（Ｎ）≤Ｎ１／２＋εｆｏｒａｎｙＮ≥Ｎ１
ｗｈｅｒｅＥ（Ｎ）＝｛ｎ∈ＮＮ：２｜ｎ≤Ｎ，ｎ≠ｐ１＋ｐ２ｆｏｒａｎｙｐ１，ｐ２∈ＰＰ｝． （２１）
　ＮｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆＧ（２）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｍｕｃｈｓｔｒｏｎｇｅｒｒｅｓｕｌｔ

＃Ｅ（Ｎ）＝１ｆｏｒａｎｙＮ≥２
ｓｉｎｃｅＧ（２）ｉｓｔｒｕｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＥ（Ｎ）＝｛２｝ｆｏｒａｎｙＮ≥２．Ｔｈａｔｉｓ，ｕｎｌｉｋｅＧ（３）ｅｖｅｎｕｎｄｅｒｔｈｅＧＲＨｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｏｎ＃Ｅ（Ｎ）ｉｓｓｔｉｌｌｅｘｔｒｅｍｅｌｙｆａｒａｗａｙｆｒｏｍｔｈｅｔｒｕｔｈｏｆ＃Ｅ（Ｎ）＝Ｎ０ｆｏｒＮ≥２ｓｉｎｃｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅｔｗｏｂｏｕｎｄｓｆｏｒ＃Ｅ（Ｎ），Ｎ１／２＋εａｎｄ１＝Ｎ０ｉｓａｖａｓｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｏｒｄｅｒｏｆｉｎｆｉｎｉｔｙ．Ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｉｄｅｆｕｒｔｈｅｒ
ｅｖｉｄｅｎｃｅｏｎｅｓｓｅｎｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｂｅｔｗｅｅｎＧ（２）ａｎｄＧ（３）ｉｎｔｈｅｎｅｘｔ（Ｄ４）ａｎｄ（Ｄ５）．
（Ｄ４）．ＯｎｅｃａｎｅａｓｉｌｙｖｅｒｉｆｙｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘｔｒｅｍｅｌｙｗｅａｋＲｅｓｕｌｔ（Ｅ）ｏｎＧ（２）ｉｓｐｏｗｅｒｆｕｌｅｎｏｕｇｈｔｏ
ｏｂｔａｉｎｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（３），ｉ．ｅ．，ｔｈｅＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．
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Ｒｅｓｕｌｔ（Ｅ）．ＴｈｅｒｅｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｃｏｎｓｔａｎｔＮ１ｓｕｃｈｔｈａｔ
＃Ｅ（Ｎ）≤Ｎ／（ｌｏｇＮ）２ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅｇｅｒＮ≥Ｎ１．

Ｈｅｒｅａｎｄｉｎｗｈａｔｆｏｌｌｏｗｓ，ｌｏｇｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｌｏｇａｒｉｔｈｍｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｎｕｍｂｅｒｅ（＝２７１８２８…）ａｓｔｈｅｂａｓｅ．
Ｃｌａｉｍ：Ｒｅｓｕｌｔ（Ｅ）ｉｍｐｌｉｅｓＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．
Ｐｒｏｏｆ．Ｆｏｒａｎｙｋ∈ＮＮ＼｛１，２｝ｐｕｔ

Ｓ（２ｋ）＝Ｓ＝｛２ｋ＋３－ｐ∈［４，２ｋ］：ｐ∈ＰＰ｝ （２２）
ｗｈｅｒｅ［４，２ｋ］ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｃｌｏｓｅｄｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈｅｎｄｐｏｉｎｔｓ４ａｎｄ２ｋ．ＳｏｅａｃｈｐａｐｐｅａｒｉｎｇｉｎＳｉｓ
ｏｄｄ．Ｌｅｔπ（ｘ）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｉｍｅｓ≤ｘ，ｉ．ｅ．，π（ｘ）＝∑

ｐ≤ｘ
１．Ｔｈｅｎ

＃Ｓ＝π（２ｋ）－１
ｓｉｎｃｅｐ＝２ｉｓｎｏｔｃｏｕｎｔｅｄｉｎＳａｎｄ２ｋＰＰ．ＢｙｔｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍ（ｓｅｅＳｅｃｔｉｏｎ３，（Ａ１））ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｋ→∞
＃Ｓ／（２ｋ／ｌｏｇ（２ｋ））＝１ （２３）

Ｎｅｘｔｌｅｔ

Ａ（２ｋ）＝Ａ＝｛２ｔ∈［４，２ｋ］：ｔ∈ＮＮ｝ａｎｄ

Ｆ（２ｋ）＝｛２ｔ∈［４，２ｋ］：ｔ∈ＮＮ，２ｔ≠ｐ１＋ｐ２ｆｏｒａｎｙｐ１，ｐ２∈ＰＰ＼｛２｝｝． （２４）
Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ＳＡａｎｄＦ（２ｋ）Ａ．
Ｎｏｗ，ｓｉｎｃｅ６Ｆ（２ｋ）ｆｏｒｋ≥３，ｗｅａｌｗａｙｓｈａｖｅ

Ａ＼Ｆ（２ｋ）ｉｓｎｏｔａｎｅｍｐｔｙｓｅｔ．
Ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｋ１∈ＮＮ＼｛１，２｝ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｆｏｒｅａｃｈｓ∈Ａ＼Ｆ（２ｋ１）ｗｅａｌｗａｙｓｈａｖｅｓＳ （２５）
ｔｈｅｎ Ａ＼Ｆ（２ｋ１）Ａ＼Ｓ．
Ｔｈｉｓｇｉｖｅｓ＃（Ａ＼Ｆ（２ｋ１））≤＃（Ａ＼Ｓ）
ｏｒ ＃Ｆ（２ｋ１）≥＃Ｓ （２６）
ｓｉｎｃｅｂｏｔｈＦ（２ｋ１）ａｎｄＳａｒｅｓｕｂｓｅｔｓｏｆＡ．
　Ｎｅｘｔｎｏｔｅｔｈａｔｓｉｎｃｅｂｙ（２１）ａｎｄ（２４）ｔｈｅｏｎｌｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎＥ（２ｋ）ａｎｄＦ（２ｋ）ｉｓａｂｏｕｔｔｈｅｉｎｔｅｇｅｒｓ
２ａｎｄ４，ｗｅｓｅｅｔｈａｔ

＃Ｆ（２ｋ）＝＃Ｅ（２ｋ）ｆｏｒｅｖｅｒｙｋ≥３．
ＢｙＲｅｓｕｌｔ（Ｅ）ｗｉｔｈＮ１≥６，ｉ．ｅ．，

＃Ｆ（２ｋ）≤２ｋ／（ｌｏｇ（２ｋ））２ｆｏｒａｎｙ２ｋ≥Ｎ１
ａｎｄ（２３）ｗｅｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｃｏｎｓｔａｎｔＮ２ｓｕｃｈｔｈａｔ

＃Ｓ＞＃Ｆ（２ｋ）ｆｏｒａｎｙ２ｋ≥Ｎ２
ｓｉｎｃｅｌｉｍ

ｘ→∞
ｌｏｇ（ｘ）＝∞．Ｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄ（２６）ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｔｈｅｋ１ｉｎ（２５）ｍｕｓｔｓａｔｉｓｆｙ２ｋ１＜Ｎ２．Ｔｈｉｓｐｒｏｖｅｓ

ｔｈａｔ（２５）ｉｓｆａｌｓｅｉｆ２ｋ１≥Ｎ２ｏｒｔｈａｔ
Ｓ∩（Ａ＼Ｆ（２ｋ））ｉｓｎｏｔｅｍｐｔｙｆｏｒａｎｙ２ｋ≥Ｎ２．

Ｓｏｂｙ（２２）ａｎｄ（２４）ｆｏｒａｎｙ２ｋ≥Ｎ２ｔｈｅｒｅｉｓｐ∈ＰＰ＼｛２｝ｓｕｃｈｔｈａｔ２ｋ＋３－ｐ∈Ｓ∩（Ａ＼Ｆ（２ｋ））ａｎｄ
２ｋ＋３－ｐ＝ｐ１＋ｐ２　ｆｏｒｓｏｍｅｐ１，ｐ２∈ＰＰ＼｛２｝． （２７）

ＬｅｔＶ＝Ｎ２＋３．Ｆｏｒａｎｙｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｖｌｅｔ２ｋ＝ｎ－３（≥Ｎ２）．Ｂｙ（２７）ｗｅｈａｖｅ
ｎ＝２ｋ＋３＝ｐ＋ｐ１＋ｐ２，

ｉ．ｅ．，ｅｖｅｒｙｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｖｉｓａｓｕｍｏｆｔｈｒｅｅｏｄｄｐｒｉｍｅｓ．ＴｈｉｓｉｓＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｏｕｒ
Ｃｌａｉｍｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．
　ＦｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅａｒｇｕｍｅｎｔｓｗｅｓｅｅｔｈａｔａｃｔｕａｌｌｙｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍｗｅｃａｎｅｖｅｎｒｅｐｌａｃｅ
ｔｈｅ２ｉｎＲｅｓｕｌｔ（Ｅ）ｂｙａｎｙｆｉｘｅｄｃｏｎｓｔａｎｔ＞１，ｉ．ｅ．，ｂｙａｆｕｒｔｈｅｒｗｅａｋｅｒｂｏｕｎｄｔｈａｎｔｈａｔｉｎＲｅｓｕｌｔ（Ｅ）ａｂｏｖｅ，
ｗｅｃａｎｓｔｉｌｌｏｂｔａｉｎＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．
（Ｄ５）．ＴｈｅｍｅｔｈｏｄａｐｐｌｉｅｄｆｏｒＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｔｈｅＣｉｒｃｌｅＭｅｔｈｏｄｗｈｉｌｅｆｏｒＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｔｈｅ
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ＳｉｅｖｅＭｅｔｈｏｄｉｓａｐｐｌｉｅｄ．Ｔｈｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓａｒｅｅｎｔｉｒｅｌｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｔｈｏｕｇｈｂｏｔｈｄｅｐｅｎｄｈｅａｖｉｌｙｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｓｔｒｉ
ｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅｉｓａｃｏｍｍｏｎｆｅａｔｕｒｅｏｆｔｈｅｓｅｔｗｏｍｅｔｈｏｄｓ，ｎａｍｅｌｙ，Ｃｈｅｎ（ｉｎ１９６６＆
１９７３）ａｎｄＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ（ｉｎ１９３７）ｗｅｒｅｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｉｎｓｈｏｗｉｎｇｔｈａｔｆｏｒｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｓｎ（≥Ｎ０ｆｏｒＧ（２））ｏｒｏｄｄ
ｉｎｔｅｇｅｒｓｎ（≥ＶｆｏｒＧ（３））ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｈｏｌｄ．

Ｎ（ｊ）≥Ｍ（ｊ）－Ｅ（ｊ）＞０ｆｏｒｊ＝２，３
ｗｈｅｒｅＮ（２）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ｎ＝ｐ＋Ｐ２
ａｎｄＮ（３）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

ｎ＝ｐ１＋ｐ２＋ｐ３
ａｎｄＭ（ｊ）＞０ａｎｄＥ（ｊ）＞０ｆｏｒｊ＝２，３ｄｅｎｏｔｅａｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｍａｉｎｔｅｒｍａｎｄａｎｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｅｒｒｏｒ
ｔｅｒｍｉｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅＮ（ｊ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｎｅｘｔ，ｗｅａｒｅｇｏｉｎｇｔｏｔａｋｅｏｎｅｍｏｒｅｓｔｅｐｔｏｌｏｏｋｉｎｔｏｔｈｅｓｅ
Ｍ（ｊ）ａｎｄＥ（ｊ）ａｎｄｓｈａｌｌｄｉｓｃｏｖｅｒｔｈａｔｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｆｏｒｐｏｓｉｔｉｖｅＮ（２）

Ｍ（２）＞Ｅ（２） （２８）
ｉｓｖｅｒｙｔｉｇｈｔｗｈｉｌｅｔｈｅＭ（３）＞Ｅ（３）ｉｓｒａｔｈｅｒｓｌａｃｋ．
　ＩｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｗｅｈａｖｅ

Ｍ（２）＝ＡΠａｎｄＥ（２）＝ＢΠ
ｗｈｅｒｅｆｏｒａｎｙｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｎ０

∏＝∏
ｐ≥３
１－ １
（ｐ－１）( )２ ∏３≤ｐ｜ｎ ｐ－１ｐ( )－２ｎ （ｌｏｇｎ）

２＞（０．６６）ｎ／（ｌｏｇｎ）２ｗｈｅｒｅｐ∈ＰＰ （２９）

ａｎｄＡ，Ｂａｒｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓｗｉｔｈ
Ａ－Ｂ＞０６７．

ＳｏＮ（２）＞（０６７）Πｆｏｒｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｎ０ａｎｄ
ｌｉｍ

ｎ→∞，２｜ｎ
Ｍ（２）／Ｅ（２）ｉｓｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔＡ／Ｂ，

ｉ．ｅ．，Ｍ（２）ａｎｄＥ（２）ａｒｅｏｆｔｈｅｓａｍｅｏｒｄｅｒｏｆｉｎｆｉｎｉｔｙａｎｄＭ（２）ｄｏｍｉｎａｔｅｓＥ（２）ｏｎｌｙｂｅｃａｕｓｅＡｉｓｓｌｉｇｈｔｌｙ
ｌａｒｇｅｒｔｈａｎＢ．Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈｅｓｅｖｅｒｅｔｉｇｈｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｎ（２８）．ＷｅｓｈａｌｌｃｏｍｅｂａｃｋｔｏＮ（２）ｗｉｔｈ
ｓｏｍｅｆｕｒｔｈｅｒｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｉｎＳｅｃｔｉｏｎ４，Ｒｅｍａｒｋ４３．
　Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒａｎｙｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｖ

Ｍ（３）＝１２∏ｐ｜ｎ
１－ １
（ｐ－１）( )２ ∏ｐｎ １＋ １

（ｐ－１）( )３ ｎ２ （ｌｏｇｎ）３＞（０．６６）ｎ２／（ｌｏｇｎ）３ｗｈｅｒｅｐ∈ＰＰａｎｄｔｈａｔｆｏｒａｎｙ
ｆｉｘｅｄｃｏｎｓｔａｎｔＤ＞３ｔｈｅｒｅｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔＫｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎＤｏｎｌｙｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｅ（３）＜Ｋｎ２／（ｌｏｇｎ）Ｄ．
ＳｏＮ（３）＞（０６５）ｎ２／（ｌｏｇｎ）３ｆｏｒｎ≥Ｖａｎｄ

ｌｉｍ
ｎ→∞，２ｎ

Ｍ（３）／Ｅ（３）＝∞，

ｉ．ｅ．，Ｍ（３）ｉｓｏｆｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｏｆｉｎｆｉｎｉｔｙｔｈａｎＥ（３）ａｎｄＭ（３）ｄｏｍｉｎａｔｅｓＥ（３）ｏｖｅｒｗｈｅｌｍｉｎｇｌｙ．Ｈｅｎｃｅｔｈｅ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙＭ（３）＞Ｅ（３）ｉｓｒａｔｈｅｒｓｌａｃｋ．
　Ｏｎｃｅａｇａｉｎ，ｔｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔＧ（２）ｉｓｍｕｃｈｍｏｒｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｈａｎＧ（３）．ＴｈｅｔｉｇｈｔｎｅｓｓｏｆＭ（２）＞
Ｅ（２）ｐｒｏｂａｂｌｙｓｕｐｐｏｒｔｓｔｈｅｂｅｌｉｅｆｂｙｓｏｍｅｅｘｐｅｒｔｓｉｎｔｈｉｓｆｉｅｌｄｔｈａｔＳｉｅｖｅＭｅｔｈｏｄｉｓｎｏｔｐｏｗｅｒｆｕｌｅｎｏｕｇｈｔｏｓｅｔｔｌｅ
Ｇ（２）ｅｖｅｎｏｎｌｙｆｏｒｔｈｅＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰａｒｔｏｆＧ（２）．
Ｒｅｍａｒｋ２１．Ｂｙｔｈｅｗａｙｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｗｏｒｋｉｎｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｓｏｍｅｉｍ
ｐｏｒｔａｎｔｃｏｎｓｔａｎｔｓｓｈｏｕｌｄｎｏｔｂｅｉｇｎｏｒｅｄａｌｔｈｏｕｇｈｕｓｕａｌｌｙｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｏｒｋｍａｙｂｅｔｅｄｉｏｕｓ．Ａｃｔｕａｌｌｙ，ｔｈｅｅｓｔｉ
ｍａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｓｔａｎｔｓｎｅｅｄｓｎｏｔｏｎｌｙｍｏｒｅｅｆｆｏｒｔａｎｄｔｉｍｅｉｎｔｈｅｉｒｒｅｓｅａｒｃｈ，ｂｕｔａｌｓｏｍｕｃｈｄｅｅｐｅｒｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ
ａｂｏｕｔｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｆｏｕｎｄｉｄｅａｓｉｎｔｈｏｓｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓｉｎｖｏｌｖｅｄ．ＣｈｅｎｓｕｃｃｅｅｄｅｄｉｎｐｒｏｖｉｎｇｈｉｓＴｈｅｏｒｅｍｂｅｃａｕｓｅ
ｏｆｎｏｔｏｎｌｙｈｉｓｉｎｇｅｎｕｉｔｙｉｎａｄｄｉｎｇｎｅｗｉｄｅａｓｉｎｔｈｅＳｉｅｖｅＭｅｔｈｏｄ，ｂｕｔａｌｓｏｈｉｓｉｎｇｅｎｕｉｔｙｉｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｏｆｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＢｉｎ（Ｄ５）．Ａｎｏｔｈｅｒｅｘａｍｐｌｅｏｎｔｈｅｉｍｐｏｒｔａｎｃｅｏｆｃｏｎｓｔａｎｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｓａｂｏｕｔａｒｅｍａｒｋａｂｌｅ
ｍｉｌｅｓｔｏｎｅｒｅｃｏｒｄｏｆｔｈｅＬｉｎｎｉｋＣｏｎｓｔａｎｔ．Ｄ．Ｒ．ＨｅａｔｈＢｒｏｗｎｉｎ１９９２［Ｈｅａ］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ５５ｆｏｒ
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ｔｈｅＬｉｎｎｉｋＣｏｎｓｔａｎｔｂｙｈｉｓｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｏｓｅｃｏｎｓｔａｎｔｓｉｎｖｏｌｖｅｄｉｎｔｈｅｚｅｒｏｆｒｅｅｒｅｇｉｏｎｓ
ａｎｄｚｅｒｏｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅＤｉｒｉｃｈｌｅｔＬｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

３　ＴｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅＧＲＨａｎｄＴｈｅｏｒｅｍｓＳ，Ｗ ＆Ｂ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｗｅｓｈａｌｌｇｉｖｅｓｏｍｅｖｅｒｙｂｒｉｅｆｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎａｂｏｕｔ（Ａ１）ＴｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍ，（Ａ２）
ＴｈｅＧＲＨａｎｄ（Ａ３）ＮｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅＮ０．
（Ａ１）ＴｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍ．
Ｂｙｅｘａｍｉｎｉｎｇ

π（ｘ）／（ｘ／ｌｏｇ（ｘ））ｆｏｒ１≤ｘ≤１０６．
Ｃ．Ｆ．Ｇａｕｓｓ（１７７７１８５５）ｉｎ１７９２［Ｇａｕ］ａｎｄＡ．Ｍ．Ｌｅｇｅｎｄｒｅ（１７５２１８３３）ｉｎ１７９８［Ｌｅｇ］ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｄｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔｌｙｔｈａｔ

ｌｉｍ
ｘ→∞
π（ｘ）／（ｘ／ｌｏｇ（ｘ））＝１．

Ｂｏｔｈｏｆｔｈｅｍｔｒｉｅｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｉｎｖａｉｎ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｎ，ｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｈａｓａｔｔｒａｃｔｅｄｔｈｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｏｆｅｍｉ
ｎｅｎｔｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎｓｆｏｒｍｏｒｅｔｈａｎａｃｅｎｔｕｒｙ．Ｉｎ１８５１Ｐ．Ｌ．Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ（１８２１１８９４）［Ｃｐ１］ｍａｄｅａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔ
ｓｔｅｐｔｏｗａｒｄｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｂｙｓｈｏｗｉｎｇｔｈａｔ

ｉｆ　π（ｘ）／（ｘ／ｌｏｇ（ｘ））ｔｅｎｄｓｔｏａｌｉｍｉｔｔｈｅｎｔｈｅｌｉｍｉｔｉｓ１．
Ｉｎ１８５９Ｂ．Ｒｉｅｍａｎｎ（１８２６１８６６）［Ｒｉｅ］ａｔｔａｃｋｅｄｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｔｈｅｏｒｉｅｓａｎｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｉｎｃｏｍｐｌｅｘ
ａｎａｌｙｓｉｓ．Ａｌｔｈｏｕｇｈｈｅｗａｓｕｎａｂｌｅｔｏｓｅｔｔｌｅｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｂｅｆｏｒｅｈｉｓｕｎｔｉｍｅｌｙｄｅａｔｈａｔｔｈｅａｇｅｏｆ
ｆｏｒｔｙ，ｈｉｓｄｉｓｃｏｖｅｒｉｅｓａｎｄｉｎｇｅｎｉｏｕｓｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓｔｏｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆ
Ｒｉｅｍａｎｎｚｅｔａｆｕｎｃｔｉｏｎｈａｄａｖｅｒｙｐｒｏｆｏｕｎｄｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｎｔｈｉｓｓｕｃｃｅｓｓｏｒｓ’ｗｏｒｋ．Ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｉｒｔｙｙｅａｒｓａｆｔｅｒ
Ｒｉｅｍａｎｎ’ｓｐａｐｅｒ［Ｒｉｅ］ｗａｓｐｕｂｌｉｓｈｅｄ，ｔｈｅｒｅｗａｓｖｉｒｔｕａｌｌｙｎｏｐｒｏｇｒｅｓｓ．Ｉｔｗａｓａｓｉｆｉｔｔｏｏｋｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｗｏｒｌｄｔｈａｔｍｕｃｈｔｉｍｅｔｏｄｉｇｅｓｔＲｉｅｍａｎｎ’ｓｉｄｅａｓ．Ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙ，ｊｕｓｔｂｅｆｏｒｅｔｈｅｅｎｄｏｆｔｈｅ１９ｔｈｃｅｎｔｕｒｙ，ｉｎ１８９６，
ｕｓｉｎｇａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄｓｄｕｅｔｏＲｉｅｍａｎｎ，Ｊ．Ｈａｄａｍａｒｄ（１８６５１９６３）［Ｈａｄ］ａｎｄＣ．ｄｅｌａＶａｌｌｅｅＰｏｕｓｓｉｎ（１８６６
１９６２）［Ｐｏｕ］ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｙｐｒｏｖｅｄｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ，ｉ．ｅ．，
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ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｎｏｗｃａｌｌｅｄｔｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍ．
（Ａ２）ＴｈｅＧＲＨｏｒｔｈｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＲｉｅｍａｎｎＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓ．
ＬｅｔＺＺｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｆｏｒａｎｙｍ，ｎ∈ＺＺｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅＧｒｅａｔｅｓｔＣｏｍｍｏｎＤｉｖｉｓｏｒｏｆｍａｎｄｎｂｙ
（ｍ，ｎ）．Ｆｏｒａｎｙｑ∈ＮＮｉｆｑｄｉｖｉｄｅｓｍ－ｎｗｅｗｒｉｔｅｍ≡ｎ（ｍｏｄｑ）．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３１．Ｌｅｔｑ∈ＮＮ．ＴｈｅｃｏｍｐｌｅｘｖａｌｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎχｄｅｆｉｎｅｄｏｎＺＺｉｓｃａｌｌｅｄａＤｉｒｉｃｈｌｅｔＣｈａｒａｃｔｅｒ（ｏｒＣｈａｒ
ａｃｔｅｒ）Ｍｏｄｕｌｏｑｄｅｎｏｔｅｄｂｙχ（ｍｏｄｑ）ｉｆχｉｓｎｏｔｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙｚｅｒｏａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓ
　（ⅰ）χ（ｍｎ）＝χ（ｍ）χ（ｎ）ｆｏｒａｎｙｍ，ｎ∈ＺＺ，
　（ⅱ）χ（ｍ＋ｑ）＝χ（ｍ）ｆｏｒａｎｙｍ∈ＺＺ，ｉ．ｅ．，χｉｓｐｅｒｉｏｄｉｃｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｑ，
　（ⅲ）χ（ｍ）＝０ｉｆ（ｍ，ｑ）≠１．
Ｒｅｍａｒｋ３２．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒｅａｃｈｑ∈ＮＮｔｈｅｒｅａｒｅｅｘａｃｔｌｙ（ｑ）Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔｃｈａｒａｃｔｅｒｓｍｏｄｕｌｏｑｗｈｅｒｅ
（ｑ）ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅＥｕｌｅｒＦｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

（ｑ）＝＃｛ｍ∈ＮＮ：ｍ≤ｑ，（ｍ，ｑ）＝１｝．
Ｌｅｔｍ，ａ∈ＺＺｗｉｔｈ（ａ，ｑ）＝１．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｕｍ ∑

χ（ｍｏｄｑ）
ｏｆａｌｌｔｈｅ（ｑ）ｃｈａｒａｃｔｅｒｓχ（ｍｏｄｑ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

∑
χ（ｍｏｄｑ）

χ（ｍ）珋χ（ａ）＝（ｑ）ｉｆｍ≡ａ（ｍｏｄｑ）ｏｒ＝０ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ （３１）

ｗｈｅｒｅ珋χ（ａ）ｍｅａｎｓｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｃｏｎｊｕｇａｔｅｏｆχ（ａ）．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３３．Ｆｏｒａｎｙｑ∈ＮＮ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｆｄｅｆｉｎｅｄｏｎＺＺｂｙ

ｆ（ｍ）＝１ｉｆ（ｍ，ｑ）＝１ｏｒ＝０ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３１．ＷｅｃａｌｌｔｈｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｔｈｅＰｒｉｎｃｉｐａｌＤｉｒｉｃｈｌｅｔＣｈａｒａｃｔｅｒＭｏｄｕｌｏｑａｎｄｄｅｎｏｔｅｉｔｂｙ



　 ８　　　　 山　东　大　学　学　报　（理　学　版） 第４８卷　

χ０（ｍｏｄｑ）．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｏｎｌｙ（ｂｙ（１）＝１）ｃｈａｒａｃｔｅｒχ（ｍｏｄ１）ｉｓｉｎｆａｃｔｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｈａｒａｃｔｅｒχ０（ｍｏｄ１）
（＝１ｆｏｒａｎｙｍ∈ＺＺ）．
Ｒｅｍａｒｋ３４．Ｉｆχ（ｍｏｄｑ）ｈａｓｎｏｐｅｒｉｏｄｌｅｓｓｔｈａｎｑ，ｔｈｅｎｗｅｃａｌｌｉｔａＰｒｉｍｉｔｉｖｅＣｈａｒａｃｔｅｒＭｏｄｕｌｏｑ．Ｉｔｃａｎｂｅ
ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎχ（ｍｏｄｑ）ｔｈｅｒｅｉｓａｕｎｉｑｕｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅｃｈａｒａｃｔｅｒψ（ｍｏｄｒ）ｓｕｃｈｔｈａｔｒ｜ｑａｎｄχ（ｍ）＝
ψ（ｍ）χ０（ｍ）ｆｏｒａｎｙｍ∈ＺＺｗｈｅｒｅχ０ｉｓｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｍｏｄｕｌｏｑ．Ｗｅｓａｙｔｈｅχ（ｍｏｄｑ）ｉｓｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅ
ｐｒｉｍｉｔｉｖｅψ（ｍｏｄｒ）．Ａｃｔｕａｌｌｙ，ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｅｉｓａｌｓｏｔｒｕｅ，ｎａｍｅｌｙ，ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｐｒｉｍｉｔｉｖｅψ（ｍｏｄｒ）ｉｆｑ∈ＮＮｗｉｔｈ
ｒ｜ｑｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｕｎｉｑｕｅχ（ｍｏｄｑ）ｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅψ（ｍｏｄｒ）．
Ｒｅｍａｒｋ３５．ＬｅｔＣＣｂｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓ．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒａｎｙｑ∈ＮＮｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆ
χ（ｍ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

｜χ（ｍ）｜＝１ｉｆ（ｍ，ｑ）＝１

ａｎｄｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ｜χ（ｍ）｜≤１ｆｏｒａｎｙｍ∈ＺＺ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒａｎｙｓ∈ＣＣｗｅｈａｖｅｔｈａｔｔｈｅｓｅｒｉｅｓ∑
∞

ｍ＝１
χ（ｍ）ｍ－ｓｃｏｎ

ｖｅｒｇｅｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｏｎｔｈｅｈａｌｆｐｌａｎｅＲｅ（ｓ）＞１ｗｈｅｒｅ
ｍｓ＝ｅｘｐ（ｓｌｏｇ（ｍ））ｉｍｐｌｉｅｓ｜ｍｓ｜＝ｍＲｅ（ｓ）．

Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｒｉｅｓ∑
∞

ｍ＝１
χ（ｍ）ｍ－ｓｉｓａｎａｌｙｔｉｃ（ｉ．ｅ．，ｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｔｈｅｓｕｍ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｅｘｉｓｔｓ）ｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１ａｎｄｔｈａｔｔｈｅｓｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎｂｅｅｘｔｅｎｄｅｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｌｙｔｏＣＣｉｆχ（ｍｏｄｑ）≠
χ０（ｍｏｄｑ）ａｎｄｔｏＣＣ＼｛１｝ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．Ｗｅａｌｓｏｈａｖｅ

ｄ
ｄｓ∑

∞

ｍ＝１
χ（ｍ）ｍ－ｓ＝－∑

∞

ｍ＝１
ｌｏｇ（ｍ）χ（ｍ）ｍ－ｓｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１． （３２）

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３６．Ｆｏｒｅａｃｈχ（ｍｏｄｑ）ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆ∑
∞

ｍ＝１
χ（ｍ）ｍ－ｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｉｎＲｅｍａｒｋ３５ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅ

ＤｉｒｉｃｈｌｅｔＬｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｎｏｔｅｄｂｙＬ（ｓ，χ）．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｉｆｑ＝１ｗｅｃａｌｌｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＬ（ｓ，χ０）ｔｈｅＲｉｅ
ｍａｎｎｚｅｔａＦｕｎｃｔｉｏｎｄｅｎｏｔｅｄｂｙζ（ｓ），ｉ．ｅ．，

ζ（ｓ）ｉｓａｎａｌｙｔｉｃｏｎＣＣ＼｛１｝ａｎｄζ（ｓ）＝∑
∞

ｍ＝１
ｍ－ｓｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３７．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙｍａｎｙｚｅｒｏｓρ＝β＋ｉγｏｆＬ（ｓ，χ）ｗｉｔｈ０＜β＜１ａｎｄｔｈａｔ
ｔｈｅｓｅｚｅｒｏｓｌｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｔｏｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｌｉｎｅＲｅ（ｓ）＝１／２，ｉ．ｅ．，ｂｏｔｈβ＋ｉγａｎｄ１－β＋ｉγａｒｅｚｅｒｏｓｏｆＬ（ｓ，
χ）．ＷｅｃａｌｌｔｈｅｓｅｚｅｒｏｓρＮｏｎｔｒｉｖｉａｌＺｅｒｏｏｆＬ（ｓ，χ）．ＩｔｗａｓｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｄｂｙＢ．Ｒｉｅｍａｎｎ［Ｒｉｅ］ｉｎ１８５９ｔｈａｔａｌｌ
ｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｚｅｒｏｓρｏｆζ（ｓ）ｌｉｅｏｎｔｈｅｌｉｎｅＲｅ（ｓ）＝１／２ｏｒＲｅ（ρ）＝１／２．ＴｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅＲｉｅｍａｎｎ
Ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ，ｕｓｕａｌｌｙａｂｂｒｅｖｉａｔｅｄａｓＲＨ．ＡｂｏｕｔａｌｌｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｚｅｒｏｓρｏｆｔｈｅＬ（ｓ，χ）ｉｎｇｅｎｅｒａｌｔｈｅｒｅｉｓａｓｉｍｉｌａｒ
ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ，ｎａｍｅｌｙ，ａｌｌＲｅ（ρ）＝１／２．ＷｅｃａｌｌｔｈｉｓｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｔｈｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＲｉｅｍａｎｎＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓａｂｂｒｅｖｉａｔｅｄ
ａｓＧＲＨ．
　ＦｒｏｍｔｈｅｓｔａｔｅｍｅｎｔｓｏｆＧ（２）ａｎｄＧ（３）ｗｅｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｙａｒｅｃｌｏｓｅｌｙｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｉｍｅｎｕｍ
ｂｅｒｓ．ＩｎＲｅｓｕｌｔ４１ｂｅｌｏｗｗｅｓｈａｌｌｆｉｎｄａｃｌｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｒｉｍｅ
ｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｚｅｒｏｓｏｆＬ（ｓ，χ）．ＳｏｉｔｉｓｎａｔｕｒａｌｔｏｓｔａｒｔａｔｔａｃｋｓｕｐｏｎＧ（２）ａｎｄＧ（３）ｂｙ
ａｓｓｕｍｉｎｇｔｈｅＧＲＨａｓｉｎＨａｒｄｙＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄ（Ｄ３）．
Ｒｅｍａｒｋ３８．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｉｆχ（ｍｏｄｑ）ｉｓｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅψ（ｍｏｄｒ）ｔｈｅｎ

Ｌ（ｓ，χ）＝Ｌ（ｓ，ψ）∏
ｐ｜ｑ
（１－ψ（ｐ）ｐ－ｓ）ｆｏｒＲｅ（ｓ）＞０，

ｗｈｅｒｅ∏
ｐ｜ｑ
ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｒｏｄｕｃｔｏｖｅｒａｌｌｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｓｐｏｆｑ．ＴｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔＬ（ｓ，χ）ａｎｄＬ（ｓ，ψ）ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅ

ｓｅｔｏｆｚｅｒｏｓρｗｉｔｈＲｅ（ρ）＞０ｓｉｎｃｅｆｏｒｅａｃｈｐｒｉｍｅｐ，｜ψ（ｐ）／ｐｓ｜＜１ｉｆＲｅ（ｓ）＞０．
（Ａ３）ＮｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅＮ０．
　ＨｅｒｅｗｅｓｈａｌｌｇｉｖｅａｖｅｒｙｓｋｅｔｃｈｙｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｎｔｈｅｒｅａｓｏｎｗｈｙｔｈｅＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ
ｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｆｏｎｅｗｏｕｌｄｌｉｋｅｔｏｇｏｉｎｔｏｔｈｅｄｅｔａｉｌｓ，ｏｎｅｍａｙｒｅｆｅｒｔｏ，ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ［Ｄａｖ，Ｃｈａｐｔｅｒｓ
２１，２２＆２８］ｆｏｒＲｅｓｕｌｔｓ３１０ｔｏ３１３ｂｅｌｏｗ．
Ｒｅｓｕｌｔ３９．ＩｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎＴ≥２ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅａｂｓｏｌｕｔｅｃｏｎｓｔａｎｔ
Ｃ１ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｔｍｏｓｔｏｎｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅｃｈａｒａｃｔｅｒ珓χ（ｍｏｄ珓ｒ）ｗｉｔｈ珓ｒ≤ＴｆｏｒｗｈｉｃｈｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＬ（ｓ，珓χ）ｈａｓ
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ａｚｅｒｏ珓ρｌｙｉｎｇｉｎｔｈｅｒｅｇｉｏｎ
Ｒｅ（ｓ）＞１－η（Ｔ）ａｎｄ｜Ｉｍ（ｓ）｜≤Ｔｗｈｅｒｅη（Ｔ）＝Ｃ１／ｌｏｇＴ． （３３）

Ｉｆｓｕｃｈ珓χ（ｍｏｄ珓ｒ）ｅｘｉｔｓｔｈｅｚｅｒｏ珓ρ＝珘β＋ｉ珘γｉｓｒｅａｌ，ｓｉｍｐｌｅａｎｄｕｎｉｑｕｅ，ｉ．ｅ．，
珘β＞１－η（Ｔ）ａｎｄ珘γ＝０．

ＳｏｂｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３７，１－珘βｉｓａｌｓｏａｚｅｒｏｏｆＬ（ｓ，珓χ）．Ｗｅｃａｌｌｔｈｅｚｅｒｏ珘β（＝珓ρ）ｔｈｅＳｉｅｇｅｌＺｅｒｏａｎｄ珘χ（ｍｏｄ珓ｒ）
ｔｈｅＥｘｃｅｐｔｉｏｎａｌＣｈａｒａｃｔｅｒ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅａｂｓｏｌｕｔｅｃｏｎｓｔａｎｔＣ２ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｔｈｅｚｅｒｏ１－珘βｏｆＬ（ｓ，珓χ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

Ｃ２／（珓ｒ
１／２（ｌｏｇ珓ｒ）２）＜１－珘β． （３４）

　ＢｙＲｅｍａｒｋ３４，Ｒｅｓｕｌｔｓ３８ａｎｄ３９，ｉｆχ（ｍｏｄｑ）ｗｉｔｈｑ≤Ｔｉｓｎｏｔｉｎｄｕｃｅｄｂｙ珓χ（ｍｏｄ珓ｒ）ｔｈｅｎ（３３）ｇｉｖｅｓｔｈｅ
ｚｅｒｏｆｒｅｅｒｅｇｉｏｎｆｏｒＬ（ｓ，χ）．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，

ａｌｌＬ（ｓ，χ）≠０ｆｏｒＲｅ（ｓ）≥１ （３５）
Ｒｅｓｕｌｔ３１０．Ｆｏｒａｂｅｔｔｅｒｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆ１－珘β，Ｃ．Ｌ．Ｓｉｅｇｅｌ（１８９６１９８１）ｏｂｔａｉｎｅｄ［Ｓｉｅ］
ＴｈｅｏｒｅｍＳ（１９３５）．Ｆｏｒａｎｙε＞０ｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒＣ（ε）ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎε
ｏｎｌｙｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｃ（ε）／珓ｒε＜１－珘β （３６）
ｗｈｅｒｅ珘βｉｓｔｈｅＳｉｅｇｅｌｚｅｒｏａｎｄ珓ｒｉｓｔｈｅｍｏｄｕｌｕｓｏｆｔｈｅＥｘｃｅｐｔｉｏｎａｌＣｈａｒａｃｔｅｒ．
　Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｔｗｏｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓ（３４）ａｎｄ（３６）ｆｏｒｔｈｅ１－珘βｗｅｓｅｅｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍＳｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒａｂｌｙｂｅｔｔｅｒ
ｂｕｔｗｅｈａｖｅｔｏｓａｃｒｉｆｉｃｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ，ｉ．ｅ．，ｔｏｒｅｐｌａｃｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅＣ２ｂｙｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅ
Ｃ（ε）．
Ｒｅｓｕｌｔ３１１．ＡｐｐｌｙｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍＳ，Ａ．Ｗａｌｆｉｓｚ（１８９２１９６２）ｏｂｔａｉｎｅｄ［Ｗａ１］
ＴｈｅｏｒｅｍＷ （１９３５）．Ｆｏｒｇｉｖｅｎｆｉｘｅｄｋ≥１ｔｈｅｒｅａｒｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓＣ３ａｎｄＣ４ｄｅ
ｐｅｎｄｉｎｇｏｎｋｏｎｌｙｓｕｃｈｔｈａｔｉｆｆｏｒａｎｙｎｏｎｐｒｉｎｃｉｐａｌχ（ｍｏｄｑ）ｗｅｈａｖｅ

ｑ≤（ｌｏｇ（ｒ））ｋ

ｔｈｅｎ

∑
ｍ≤ｒ
∧（ｍ）χ（ｍ）＜ｒｅｘｐ（－Ｃ４ ｌｏｇ（ｒ槡 ））ｆｏｒｒ≥Ｃ３

ｗｈｅｒｅ∧（ｍ）ｉｓｔｈｅｖｏｎＭａｎｇｏｌｄｔＦｕｎｃｔｉｏｎ，ｉ．ｅ．，∧（ｍ）＝ｌｏｇ（ｐ）ｉｆｍ＝ｐ（ｉ．ｅ．，ｍｉｓａｐｏｗｅｒｏｆａｐｒｉｍｅ
ｐ）ａｎｄ∧（ｍ）＝０ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．
　ＴｈｅｏｒｅｍＷ ｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｉｎｃｅｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｗｅｈａｖｅｔｏａｐｐｌｙｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＳ．
Ｒｅｍａｒｋ３１２．ＴｈｅｏｒｅｍＷ ｉｓｉｎｆａｃｔｉｎｖｏｌｖｅｄｉｎｔｈｅｅｒｒｏｒｔｅｒｍｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＷＳ
（１９３５［Ｗａｌ］）ｏｎｔｈｅＰｒｉｍｅＮｕｍｂｅｒＴｈｅｏｒｅｍｆｏｒＡｒｉｔｈｍｅｔｉｃＰｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎｓ，ｎａｍｅｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

∑∧（ｍ）
ｍ≤ｒ，ｍ≡ａ（ｍｏｄｑ）

＝ｒ／（ｑ）＋Ｅｒｒｏｒ

ｉｆｑ≤（ｌｏｇ（ｒ））ｋｗｉｔｈｋ≥１ａｎｄｒ≥Ｃ３ｗｈｅｒｅ（ｑ）ｉｓｔｈｅＥｕｌｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅＥｒｒｏｒｉｓｄｏｍｉｎａｔｅｄｂｙｔｈｅｂｏｕｎｄ
ｆｏｒ∑

ｍ≤ｒ
∧（ｍ）χ（ｍ）ｉｎＴｈｅｏｒｅｍＷ．

　ＩｔｉｓｎｏｔｓｕｒｐｒｉｓｉｎｇｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍＷ （ａｎｄＴｈｅｏｒｅｍＷＳ）ｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｋｅｙｔｏｏｌｓｉｎｔｈｅａｔｔａｃｋｓｏｆＧ（２）
ａｌｔｈｏｕｇｈｉｔｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｉｎｃｅＧ（２）（ａｎｄＧ（３）ａｌｓｏ）ｉｓｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙａｎｄｃｌｏｓｅｌｙｒｅｌａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ
ｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓ．Ｉｍａｇｉｎｅｔｈａｔｉｆｔｈｅｗｏｒｄ“ｐｒｉｍｅｓ”ｉｎＧ（２）ｗｅｒｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙ“ｉｎｔｅｇｅｒｓ”ｔｈｅｎｔｒｉｖｉａｌｌｙｉｔｂｅｃｏｍｅｓ
ｅｘｅｒｃｉｓｅｓｏｆ“ｆｉｎｇｅｒｃｏｕｎｔｉｎｇ”ｆｏｒｋｉｄｓｉｎａｎｙｐｒｅｋｉｎｄｅｒｇａｒｔｅｎｃｌａｓｓｗｈｉｌｅＧ（２）ｉｔｓｅｌｆｌｉｋｅａｍｙｓｔｅｒｉｏｕｓｔｒｅａｓｕｒｅ
ｔｒｏｖｅｈａｓｂｅｅｎｔａｎｔａｌｉｚｉｎｇｓｏｍａｎｙｇｅｎｉｕｓｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉａｎｓｆｏｒｓｏｍａｎｙｙｅａｒｓｓｉｎｃｅ１７４２．
Ｒｅｓｕｌｔ３１３．Ｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｉｍｅｓｌｙｉｎｇｉｎａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｐｒｏｇｒｅｓｓｉｏｎ，Ｅ．Ｂｏｍｂｉｅｒｉ（１９４０）ｏｂｔａｉｎｅｄ
［Ｂｏｍ］
ＴｈｅｏｒｅｍＢ（１９６５）．Ｌｅｔ∧（ｍ）ｂｅｔｈｅｖｏｎＭａｎｇｏｌｄｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄ（ｑ）ｂｅｔｈｅＥｕｌｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｌｅｔａ，ｑ∈ＮＮ
ｗｉｔｈ（ａ，ｑ）＝１．Ｆｏｒｎ＞ｒ≥３ｗｒｉｔｅ

Ｅ（ｒ；ｑ，ａ） (＝ ∑∧（ｍ）
ｍ≤ｒ，ｍ≡ａ（ｍｏｄｑ )

）
－（ｒ／（ｑ）），
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Ｅ（ｒ，ｑ）＝ｍａｘ
（ａ，ｑ）＝１

｜Ｅ（ｒ；ｑ，ａ）｜ａｎｄＥ（ｎ，ｑ）＝ｍａｘ
ｒ≤ｎ
Ｅ（ｒ，ｑ）．

ＬｅｔＡ＞０ｂｅｆｉｘｅｄ．ＴｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔＣ５ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎＡｏｎｌｙｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ
ｎ１／２（ｌｏｇｎ）－Ａ≤Ｑ≤ｎ１／２

ｔｈｅｎ
∑
ｑ≤Ｑ
Ｅ（ｎ，ｑ）＜Ｃ５ｎ

１／２Ｑ（ｌｏｇｎ）５． （３７）

　ＴｈｅｏｒｅｍＢｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｉｎｃｅｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｗｅｎｅｅｄｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＷ．
Ｒｅｍａｒｋ３１４．ＩｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｗｅｈａｖｅｔｏａｐｐｌｙＴｈｅｏｒｅｍＢａｎｄＴｈｅｏｒｅｍＷ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ．
　Ｂｙｔｈｅｗａｙ，ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｒｅｍａｒｋｅｄｔｈａｔｆｏｒＧ（３），ｉｎｓｔｅａｄｏｆｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＳ，ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅ（３４）
ｉｓｐｏｗｅｒｆｕｌｅｎｏｕｇｈｔｏｂｅａｐｐｌｉｅｄｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＶｉｎｏｇｒａｄｏｖ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｎｄｓｏｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔＶｉｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍ
ｐｕｔａｂｌｅ．
　Ｉｎｔｈｅｎｅｘｔｓｅｃｔｉｏｎｍｏｒｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｄｅｔａｉｌｓｔｈａｎ（Ａ３）ｓｈａｌｌｂｅｇｉｖｅｎｔｏｆｕｒｔｈｅｒｅｘｐｌａｉｎｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
ｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓａｍｏｎｇＴｈｅｏｒｅｍｓＳ，Ｗ，ＢａｎｄＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．

４　ＦｕｒｔｈｅｒＥｘｐｌａｎａｔｉｏｎ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｗｅｓｈａｌｌｇｉｖｅｓｏｍｅｃｏｎｃｉｓｅｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎａｎｄｓｉｍｐｌｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｏｎｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃ
ｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆＴｈｅｏｒｅｍｓＷ，ＢａｎｄＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍａｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｉｎＳｅｃｔｉｏｎ３（Ａ３）．Ａｌｌｔｈｅｓｅｔｈｅｏｒｅｍｓａｒｅｄｅｅｐ
ａｎｄｔｈｅｉｒｐｒｏｏｆｓａｒｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔａｎｄｌｅｎｇｔｈｙｂｕｔｅｌｅｇａｎｔ．Ｈｅｒｅｗｅｓｈａｌｌｏｎｌｙｇｉｖｅｔｈｏｓｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｏｕｒｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎａｎｄｈａｖｅｎｏｉｎｔｅｎｔｉｏｎａｔａｌｌｔｏｔｏｕｃｈｔｈｅｄｅｔａｉｌｓｏｆａｎｙｐａｒｔｏｆｔｈｅｐｒｏｏｆｓｏｆｔｈｅｓｅｔｈｅｏ
ｒｅｍｓ．
（Ａ４）ＮｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆＴｈｅｏｒｅｍＷ．
Ｆｏｒｑ∈ＮＮｌｅｔχ（ｍｏｄｑ）ｂｅａｎｙＤｉｒｉｃｈｌｅｔｃｈａｒａｃｔｅｒａｎｄ∧（ｍ）ｂｅｔｈｅｖｏｎＭａｎｇｏｌｄｔｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｈｅｓｅｒｉｅｓ

∑
∞

ｍ＝１
∧（ｍ）χ（ｍ）ｍ－ｓｉｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１ｓｉｎｃｅ｜χ（ｍ）｜≤１ａｎｄｆｏｒａｎｙ（ｓｍａｌｌ）δ＞０，

（０≤）∧（ｍ）ｉｓｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｌｅｓｓｔｈａｎｍδａｓｍｉｎｃｒｅａｓｅｓ．ＢｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３６

Ｌ（ｓ，χ）＝∑
∞

ｍ＝１
χ（ｍ）ｍ－ｓｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１

ａｎｄｂｙｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｗｏａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｓｅｒｉｅｓ（ｉ．ｅ．，ｔｈｅＣａｕｃｈｙｐｒｏｄｕｃｔ），ｗｅｈａｖｅ

Ｌ（ｓ，χ）∑
∞

ｍ＝１
∧（ｍ）χ（ｍ）ｍ－ｓ＝∑

∞

ｍ＝１
ｍ－ｓ∑

ｄ｜ｍ
χ（ｍ／ｄ）∧（ｄ）χ（ｄ）＝

∑
∞

ｍ＝１
ｍ－ｓχ（ｍ）ｌｏｇ（ｍ）＝－Ｌ′（ｓ，χ）ｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１ｂｙ（３２）．

Ｔｈｅａｂｏｖｅｓｅｃｏｎｄｅｑｕａｌｉｔｙｈｏｌｄｓｓｉｎｃｅｂｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆ∧（ｍ），∧（ｄ）≠０ｏｎｌｙｗｈｅｎｄｉｓａｐｏｗｅｒｏｆｓｏｍｅ
ｐｒｉｍｅｐｊａｎｄｓｏ

∑
ｄ｜ｍ
∧（ｄ）＝∑

ｒ

ｊ＝１
∑
ｔｊ

ｈ＝１
∧（ｐｈｊ）＝∑

ｒ

ｊ＝１
ｔｊｌｏｇ（ｐｊ）＝ｌｏｇ（ｍ）

ｆｏｒｍ＝∏
ｒ

ｊ＝１
ｐｔｊｊ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｂｙ（３５），ｔｈｅｒｅａｒｅｎｏｚｅｒｏｓｏｆＬ（ｓ，χ）ｉｎｔｈｅｈａｌｆｐｌａｎｅＲｅ（ｓ）≥１．Ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ

－Ｌ′（ｓ，χ）／Ｌ（ｓ，χ）＝∑
∞

ｍ＝１
∧（ｍ）χ（ｍ）ｍ－ｓｆｏｒＲｅ（ｓ）＞１． （４１）

Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒｎｏｎｐｒｉｎｃｉｐａｌχ（ｍｏｄｑ）ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｂｙ（４１）ｃａｎｂｅｅｘｔｅｎｄｅｄａｎａｌｙｔｉ
ｃａｌｌｙｂｅｙｏｎｄｔｈｅｌｉｎｅＲｅ（ｓ）＝１ｔｏＲｅ（ｓ）＜１ｅｘｃｅｐｔｆｏｒｔｈｏｓｅｚｅｒｏｓｏｆＬ（ｓ，χ）ｉｎｔｈｅｈａｌｆｐｌａｎｅＲｅ（ｓ）＜１．Ｔｈｅｎ
ｗｉｔｈｓｏｍｅｓｕｉｔａｂｌｅｃｌｏｓｅｄｃｏｎｔｏｕｒｏｎＣＣｂｙｔｈｅＲｅｓｉｄｕｅＴｈｅｏｒｅｍｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎＲｅｓｕｌｔ４１ｂｅｌｏｗ．
Ｒｅｓｕｌｔ４１．Ｌｅｔｒ≥Ｔ≥２，ｑ∈ＮＮａｎｄｌｅｔχ（ｍｏｄｑ）ｂｅａｎｙｎｏｎｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｍｏｄｕｌｏｑ．Ｗｅｈａｖｅ

∑
ｍ≤ｒ
∧（ｍ）χ（ｍ）＝－（珘Ｅｒ珘β／珘β）－（∑′

｜γ｜≤Ｔ　
ｒρ／ρ）＋Ｅｒｒｏｒ （４２）

ｗｈｅｒｅ∧（ｍ）ｉｓｔｈｅｖｏｎＭａｎｇｏｌｄｔｆｕｎｃｔｉｏｎ，ρ＝β＋ｉγａｒｅｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｚｅｒｏｓｏｆｔｈｅＤｉｒｉｃｈｌｅｔＬｆｕｎｃｔｉｏｎＬ（ｓ，χ），珘β
ｉｓｔｈｅＳｉｅｇｅｌｚｅｒｏ（ｓｅｅＲｅｓｕｌｔ３９）ａｎｄ珘Ｅ＝１ｉｆχ＝珓χ（ｔｈｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌｃｈａｒａｃｔｅｒ）ａｎｄ＝０ｉｆχ≠珓χ．Ｈｅｒｅｔｈｅｓｕｍ
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∑′
｜γ｜≤Ｔ　

ｉｓｏｖｅｒａｌｌρｗｉｔｈ｜Ｉｍ（ρ）｜≤Ｔｂｕｔｅｘｃｌｕｄｅｓｔｈｅｚｅｒｏｓ珘βａｎｄ１－珘β（ｉｆｔｈｅｙｅｘｉｓｔ）．

　ＮｏｔｅｔｈａｔＴｈｅｏｒｅｍＷ ｉｓａｂｏｕｔｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｎｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｌｅｆｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｉｎ（４２）．
ＴｈｅｏｒｅｍＷｂｅｃｏｍｅｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｉｎｃｅｗｅｈａｖｅｔｏａｐｐｌｙｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＳｔｏｈａｎｄｌｅｔｈｅｐｏｓｓｉｂｌｅｅｘ
ｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅＳｉｅｇｅｌｚｅｒｏ珘βｉｎ（４２）．
（Ａ５）ＮｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆＴｈｅｏｒｅｍＢ．
Ｆｏｒａ，ｑ，ｒ∈ＮＮｗｉｔｈ（ａ，ｑ）＝１，ｂｙ（３１）ｗｅｈａｖｅ

∑
χ
珋χ（ａ）∑

ｍ≤ｒ
∧（ｍ）χ（ｍ）＝∑

ｍ≤ｒ
∧（ｍ）∑

χ
珋χ（ａ）χ（ｍ）＝（ｑ）∑∧（ｍ）

ｍ≤ｒ，ｍ≡ａ（ｍｏｄｑ）
（４３）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｍ∑
χ
ｉｓｏｖｅｒａｌｌｔｈｅ（ｑ）Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔｃｈａｒａｃｔｅｒｓχ（ｍｏｄｑ）．

　ＮｏｗＴｈｅｏｒｅｍＢｉｓｏｎｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｓｕｍｏｖｅｒｑｉｎ（３７）ｉｎｖｏｌｖｉｎｇｔｈｅｔｅｒｍ

ｍａｘ
ｒ≤ｎ
ｍａｘ
（ａ，ｑ）＝１ (｜ ∑∧（ｍ）

ｍ≤ｒ，ｍ≡ａ（ｍｏｄｑ )
）
－（ｒ／（ｑ））｜，

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｍｓｏｆ∧（ｍ）ｏｖｅｒｍ≤ｒｗｉｔｈｒ≤ｎａｎｄｍ≡ａ（ｍｏｄｑ）ｆｏｒｍｔｈｅｍａｉｎｉｓｓｕｅｆｏｒｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎ
ｆｏｒｎｏｎｐｒｉｎｃｉｐａｌχ（ｍｏｄｑ），ｔｈｅｓｕｍｓ∑

ｍ≤ｒ
∧（ｍ）χ（ｍ）ｏｎｔｈｅｌｅｆｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ（４３）ａｒｅｉｎｖｏｌｖｅｄ．ＴｈｅｏｒｅｍＢ

ｔｈｅｎｂｅｃｏｍｅｓｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｂｅｃａｕｓｅｗｅｈａｖｅｔｏａｐｐｌｙｔｈｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅＴｈｅｏｒｅｍＷ ｔｏｈａｎｄｌｅｔｈｅｍ．
（Ａ６）ＴｈｅＮｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙＣｏｍｐｕｔａｂｌｅＮ０ｉｎＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．
　Ｆｏｒｃｌａｒｉｔｙ，ｗｅｂｅｇｉｎｏｕｒｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｏｆＣｈｅｎ．
　Ｌｅｔｐ，ｐ′，ｐｊ，ｐ′ｊ∈ＰＰａｎｄＰ２ｂｅｅｉｔｈｅｒａｐｒｉｍｅｏｒａｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｗｏｐｒｉｍｅｓ．Ｆｏｒａｇｉｖｅｎｎ∈ＮＮａｎｄａｎｙｔ＞２ｌｅｔ

Ｐ（ｔ）＝ ∏
ｐ′＜ｔ，ｐ′ｎ

ｐ′． （４４）

Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｅｖｅｎｎ∈ＮＮ，ｌｅｔ

Ｓ（ｎ）＝｛ｐ∈ＰＰ：ｐ＜ｎ，ｐ ｎ，（ｎ－ｐ，Ｐ（ｎ１／１０））＝１｝． （４５）
ＩｔｃａｎｂｅｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅｃｏｎｓｔａｎｔＮ１＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｎ∈ＮＮｗｉｔｈ２｜ｎａｎｄｎ≥
Ｎ１ｗｅｈａｖｅ

＃Ｓ（ｎ）＞ＡΠ
（ａｎｄｓｏＳ（ｎ）ｉｓｎｏｎｅｍｐｔｙ）ｗｈｅｒｅＡΠ＝Ｍ （２）ｗａｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｉｎ（Ｄ５）ａｎｄ（２９）．Ｉｎｗｈａｔｆｏｌｌｏｗｓ，ｗｅ
ａｌｗａｙｓａｓｓｕｍｅｎ∈ＮＮｗｉｔｈ２｜ｎａｎｄｎ≥Ｎ１．Ｗｅｃａｌｌｓｕｃｈｎａｌａｒｇｅｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒ．Ｆｏｒｔｈｅｇｉｖｅｎｎａｎｄｐ∈Ｓ（ｎ）ｌｅｔ
∑
（ｐ１）
ｂｅｔｈｅｓｕｍｏｖｅｒａｌｌｐ１ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｎ１／１０≤ｐ１＜ｎ
１／３，ｐ１ ｎａｎｄｐ１｜ｎ－ｐ． （４６）

Ｆｏｒｔｈｅｇｉｖｅｎｎ，ｐ∈Ｓ（ｎ）ａｎｄｐ１ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ（４６）ｌｅｔ∑
（ｐ２）
ｂｅｔｈｅｓｕｍｏｖｅｒａｌｌｐ２ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｎ１／３≤ｐ２＜（ｎ／ｐ１）
１／２，ｐ２ ｎ，ｐ２｜ｎ－ｐａｎｄ（ｎ－ｐ）／ｐ１ｐ２∈ＰＰ． （４７）

Ａｓｕｓｕａｌ，ｗｅａｓｓｉｇｎｚｅｒｏｖａｌｕｅｔｏａｎｅｍｐｔｙｓｕｍ．
Ｌｅｍｍａ．Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｌａｒｇｅｅｖｅｎｎ∈ＮＮｗｅｈａｖｅ

＃｛ｎ－ｐ：ｐ＜ｎ，ｎ－ｐ＝Ｐ２｝≥ ∑
ｐ∈Ｓ（ｎ）

１－１２∑（ｐ１）
１－１２∑（ｐ１）

∑
（ｐ２）{ }１． （４８）

Ｒｅｍａｒｋ４３．ＳｉｎｃｅｗｅｓｈａｌｌｎｏｔｇｏｉｎｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍｉｎｄｅｔａｉｌｓ，ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｉｎ（４８）ｗｅ
ｈａｖｅｏｍｉｔｔｅｄｓｏｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｒｏｍｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｖｅｒｓｉｏｎ（ｓｅｅ，ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，（２１）ｉｎ［ＨＲ，ｐ．３２１］）ｏｆｔｈｅｃｏｒ
ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｅｔＳ（ｎ）ｉｎＣｈｅｎ’ｓｐｒｏｏｆ．Ａｎｙｗａｙ，ｔｈｅＬｅｍｍａｈｅｒｅｉｓｃｌｏｓｅｄｅｎｏｕｇｈ（ｆｏｒｏｕｒｅｘｐｌａｎａｔｉｏｎｉｎ（Ａ
６））ｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｔａｒｔｉｎｇｐｏｉｎｔｏｆＣｈｅｎ’ｓａｄｖｅｎｔｕｒｅｉｎＧ（２）ｆｏｒｔｈｅｄｅｓｔｉｎａｔｉｏｎ（１＋２）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｎｗｈａｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｗｅｉｇｎｏｒｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎ（４８）ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｎＣｈｅｎ’ｓｐｒｏｏｆ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｉｆ
ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅ（ｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｂｌｅ）ｃｏｎｓｔａｎｔＮ０≥Ｎ１ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒ
ｎ≥Ｎ０ｗｅｈａｖｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｕｍ ∑

ｐ∈Ｓ（ｎ）
ｉｎ（４８）ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ（１＋２）ｏｒＣｈｅｎ’ｓＴｈｅｏｒｅｍ．Ａｃｔｕａｌｌｙ，

ｗｉｔｈｔｈｅＥ（２）ａｎｄＢΠｉｎ（Ｄ５）ａｎｄ（２９）Ｃｈｅｎｃｏｕｌｄｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅｌａｓｔｔｗｏｓｕｍｓｉｎ（４８）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
１
２ ∑ｐ∈Ｓ（ｎ）∑（Ｐ１ {

）
１＋∑

（ｐ２）
}１ ＜ＢΠ＝Ｅ（２）ｉｆｎ≥Ｎ０ａｎｄ２｜ｎ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙｔｈｉｓｂｏｕｎｄｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ＃Ｓ（ｎ）＞ＡΠｆｏｒｅｖｅｎｎ≥Ｎ０≥Ｎ１，Ｃｈｅｎｃｏｕｌｄｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄ
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ｓｉｄｅｏｆ（４８）ｉｓｌａｒｇｅｒｔｈａｎ（Ａ－Ｂ）Π＝（０６７）Πｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｉｍｅｓｐｓａｔｉｓｆｙ
ｉｎｇｎ－ｐ＝Ｐ２ｆｏｒｔｈｅｇｉｖｅｎｅｖｅｎｉｎｔｅｇｅｒｎ≥Ｎ０，ｉ．ｅ．，ｔｈｅＮ（２）ｉｎＳｅｃｔｉｏｎ２（Ｄ５）．
　Ｔｈｅｓｕｍ∑

（ｐ１）
ｉｎ（４８）ｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙｐｉｏｎｅｅｒｓｗｈｏｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｏｂｔａｉｎｅｄ（１＋３）ｗｈｉｌｅｔｈｅｓｕｍ∑

（ｐ１）
∑
（ｐ２）
ｗａｓ

ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＣｈｅｎｈｉｍｓｅｌｆｉｎ１９６６．Ｂｙｔｈｉｓａｄｄｉｔｉｏｎａｌｉｎｇｅｎｉｏｕｓｎｅｗｉｄｅａａｎｄｈｉｓｓｋｉｌｌｆｕｌｂｕｔｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
ｉｎｖｏｌｖｉｎｇｍａｎｙｄｅｅｐｔｈｅｏｒｅｍｓ，Ｃｈｅｎｃｏｕｌｄｏｂｔａｉｎａｇｏｏｄｅｎｏｕｇｈｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｔｒｉｐｌｅｓｕｍ ∑

ｐ∈Ｓ（ｎ）
∑
（ｐ１）
∑
（ｐ２）
ｔｏ

ａｃｈｉｅｖｅｔｈｅｇｏａｌ（１＋２）．ＴｈｉｓｆｏｒｍｓＣｈｅｎ’ｓｓｐｅｃｔａｃｕｌａｒ“ｓｏｌｏｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｗｏｒｌｄ”ｆｏｒｔｈｅ
ｓｅｖｅｎｙｅａｒｓｆｒｏｍ１９６６ｔｏ１９７３．
Ｐｒｏｏｆ（ｏｆｔｈｅＬｅｍｍａ）．ＬｅｔＳ２＝｛ｎ－ｐ：ｐ＜ｎ，ｎ－ｐ＝Ｐ２｝．Ｆｏｒｅａｃｈｐ∈Ｓ（ｎ）ｌｅｔ｛…｝（ｐ）ｄｅｎｏｔｅ

１－１２∑（ｐ１）
１－１２∑（ｐ１）

∑
（ｐ２）{ }１．

Ｓｏ（４８）ｉｓ＃Ｓ２≥ ∑
ｐ∈Ｓ（ｎ）

｛…｝（ｐ）．Ｓｉｎｃｅ＃Ｓ２≥０，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（４８）ｗｅｏｎｌｙｎｅｅｄｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｔｈｏｓｅｐ∈Ｓ（ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ｛…｝（ｐ）＞０．Ｎｏｗ，｛…｝（ｐ）≤１ａｎｄ＃Ｓ２ｉｓａｃｏｕｎｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉ．ｅ．，ｉｔｓｖａｌｕｅ
ｊｕｍｐｓｕｐｂｙ１ｆｏｒｅａｃｈｃｏｕｎｔ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｉｆ｛…｝（ｐ）＞０ｆｏｒｓｏｍｅｐ∈Ｓ（ｎ）ｔｈｅｎｔｈｉｓｐ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓｎ－ｐ∈Ｓ２．Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｗｏｃａｓｅｓ，（ｉ）ｔｈｅｓｕｍ∑

（ｐ１）
ｉｓｅｍｐｔｙａｎｄ（ｉｉ）ｔｈｅｓｕｍ∑

（ｐ１）
ｉｓｎｏｎｅｍｐｔｙ．Ｓｉｎｃｅ

ｗｅａｒｅｏｎｌｙｉｎｔｅｒｅｓｔｅｄｉｎ｛…｝（ｐ）＞０，ｃａｓｅ（ｉｉ）ｉｓｉｎｆａｃｔｔｈｅｃａｓｅ∑
（ｐ１）
１＝１．

　Ｃｏｎｓｉｄｅｒｃａｓｅ（ｉ）．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅｗｅｈａｖｅｂｏｔｈｓｕｍｓ∑
（ｐ１）
ａｎｄ∑

（ｐ１）
∑
（ｐ２）
ａｒｅｅｍｐｔｙａｎｄｈｅｎｃｅｔｈｅｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｓｅｓｕｍｓ

ａｒｅｚｅｒｏ．Ａｓａｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅ，｛…｝（ｐ）＝１．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｐ∈Ｓ（ｎ）ｉｆ∑
（ｐ１）
ｉｓａｎｅｍｐｔｙｓｕｍ

ｔｈｅｎｂｙ（４６）ｆｏｒｅａｃｈｐ１ｗｉｔｈ
ｎ１／１０≤ｐ１＜ｎ

１／３，ｐ１ ｎｗｅｈａｖｅｐ１ ｎ－ｐ．
Ｂｙｔｈｉｓｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（ｎ－ｐ，Ｐ（ｎ１／１０））＝１ｉｎ（４５）ｗｅｈａｖｅ，ｉｎｖｉｅｗｏｆ（４４）

ｎ－ｐ， ∏ｐ′
ｐ′＜ｎ１／３，ｐ′

( )
ｎ
＝１ （４９）

Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ
ｐ′≥ｎ１／３ｆｏｒｅａｃｈｐ′ｗｉｔｈｐ′｜ｎ－ｐ （４１０）

ｓｉｎｃｅｉｆｔｈｅｒｅｗｅｒｅｐ′＜ｎ１／３ｗｉｔｈｐ′｜ｎ－ｐｔｈｅｎｂｙ（４９）ｗｅｍｕｓｔｈａｖｅｐ′｜ｎａｎｄｓｏｉｎｆａｃｔｔｈｉｓｐ′ｅｑｕａｌｓｔｏｔｈｅｐ
ｆｒｏｍＳ（ｎ）．Ｔｈｉｓｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅａｓｂｙ（４５）ｆｏｒｅａｃｈｐ∈Ｓ（ｎ）ｗｅｈａｖｅｐ ｎ．Ｔｈｅｎｎｏｗｂｙ（４１０）ｗｅｈａｖｅ

ｎ－ｐ＝Ｐ２ （４１１）
Ｆｏｒｉｆｔｈｅｒｅｗｅｒｅｍｏｒｅｔｈａｎｔｗｏｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｓｏｆｎ－ｐｌｅｔｕｓｃｏｎｓｉｄｅｒｎ－ｐ＝ｐ′１ｐ′２ｐ′３．Ｂｙ（４１０）ａｌｌｐ′ｊ≥ｎ

１／３．
Ｔｈｉｓｇｉｖｅｓｎ＞ｎ－ｐ≥（ｎ１／３）３．Ｉｔｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅａｎｄｏｕｒｐｒｏｏｆｆｏｒｃａｓｅ（ｉ）ｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ，ｉ．ｅ．，ｉｆｔｈｅｓｕｍ∑

（ｐ１）
ｉｓ

ｅｍｐｔｙｔｈｅｎｔｈｉｓｐ∈Ｓ（ｎ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ（４１１）ｏｒｎ－ｐ∈Ｓ２．
　Ｎｅｘｔ，ｃｏｎｓｉｄｅｒｃａｓｅ（ｉｉ）∑

（ｐ１）
１＝１．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｂｙ（４６）ｎ－ｐｈａｓｐｒｅｃｉｓｅｌｙｏｎｅｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｐ１ｆｒｏｍｔｈｅｒａｎｇｅ

［ｎ１／１０，ｎ１／３）ｗｉｔｈｐ１ ｎ．Ｔｈｉｓｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ（ｎ－ｐ，Ｐ（ｎ
１／１０））＝１ｉｎ（４５）ｇｉｖｅｓｎ－ｐ＝ｐ１ｍｆｏｒｓｏｍｅｍ∈ＮＮｗｉｔｈ

ｍ， ∏ｐ′
ｐ′＜ｎ１／３，ｐ′

( )
ｎ
＝１ （４１２）

Ｉｆｍ＝１ｔｈｅｎｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｎ－ｐ∈Ｓ２．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，∑
（ｐ１）
∑
（ｐ２）
１＝０ａｓｔｈｅｒｅｉｓｎｏｐ２ｄｉｖｉｄｉｎｇｍａｓｉｎ（４７）．Ｓｏ｛…｝

（ｐ）＝１－１２＞０ｂｙ∑（ｐ１）
１＝１．Ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｐ∈Ｓ（ｎ）ｃａｕｓｉｎｇｍ＝１ｉｓｃｏｕｎｔｅｄｏｎｂｏｔｈｓｉｄｅｓｏｆｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（４８）．

　Ｎｏｗ，ｃｏｎｓｉｄｅｒｍ≥２．Ｂｙ（４１２），ｉｆｐ′｜ｍｔｈｅｎｐ′≥ｎ１／３ａｎｄｈｅｎｃｅｍ＝Ｐ２ｂｙｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔｓａｓｆｏｒ（４
１１）．Ｆｏｒｉｆｍ＝ｐ′１ｐ′２ｐ′３≥（ｎ

１／３）３ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，ｎ＞ｎ－ｐ＝ｐ１ｍ＞ｍ≥ｎ．Ｎｏｗ，ｅｉｔｈｅｒ（ｉｉａ）ｍ
ｈａｓｅｘａｃｔｌｙｔｗｏｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｓｏｒ（ｉｉｂ）ｍｉｓａｐｒｉｍｅ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒ（ｉｉａ）．Ｉｆｍｈａｓｅｘａｃｔｌｙｔｗｏｐｒｉｍｅｄｉｖｉｓｏｒｓ，ｂｙ
（４１２）ｗｒｉｔｅ
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１／２ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｔｈｅｒｅｉｓｔｈｅ
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１３）．Ｎｅｘｔ，ｉｎｔｈｅｔｒｅａｔｍｅｎｔｆｏｒａｇｏｏｄｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅｔｅｒｍｃａｕｓｅｄｂｙｔｈｅｔｒｉｐｌｅｓｕｍ ∑

ｐ∈Ｓ（ｎ）
∑
（ｐ１）
∑
（ｐ２）
ｉｎ（４８），

ｉｔｗａｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｗｅｃａｎａｐｐｌｙＴｈｅｏｒｅｍＷｄｉｒｅｃｔｌｙｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｓｏｍｅｄｅｅｐｒｅｓｕｌｔｓｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｓｏｎＬａｒｇｅ
Ｓｉｅｖｅｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｅｇｏａｌ．ＮｏｗｂｏｔｈＴｈｅｏｒｅｍｓＢａｎｄＷａｒｅｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅａｎｄｈｅｎｃｅｔｈｅＮ０ｉｎＣｈｅｎＴｈｅｏｒｅｍｉｓ
ｎｏｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅ．
Ｒｅｍａｒｋ４５．Ｐｌａｉｎｌｙ，ｔｈｅＬｅｍｍａ，（４８）ｐｅｒｆｏｒｍｓｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｓａ“Ｓｉｅｖｅ”ｔｏｓｅｌｅｃｔｔｈｏｓｅｐｒｉｍｅｓｐｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ｎ－ｐ＝Ｐ２ｂｙｓｈｉｆｔｉｎｇｏｕｔａｌｌｕｎｑｕａｌｉｆｉｅｄｐｒｉｍｅｓ．Ｔｈｉｓｉｓｔｈｅｒｅａｓｏｎｗｈｙｗｅｃａｌｌｔｈｅｍａｉｎｍｅｔｈｏｄａｐｐｌｉｅｄｉｎｔｈｅ
ａｔｔａｃｋｓｏｎＧ（２）ｔｈｅＳｉｅｖｅＭｅｔｈｏｄ．
Ａｃｋｎｏｗｌｅｄｇｅｍｅｎｔ．ＴｈｅａｕｔｈｏｒｗｏｕｌｄｌｉｋｅｔｏｔｈａｎｋＣｈａｏｈｕａＪｉａｆｏｒｈｉｓｃｏｍｍｅｎｔｓ，ａｎｄｔｈｅＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈ
ｅｍａｔｉｃｓ，ＴｈｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＨｏｎｇＫｏｎｇｆｏｒｐｒｏｖｉｄｉｎｇｇｏｏｄｗｏｒｋｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｗｈｉｌｅｈｅｗａｓｐｒｅｐａｒｉｎｇｐａｒｔｏｆｔｈｅ
ｐａｐｅｒ．
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