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引子：兩條日常教學中的定理 
中學幾何有兩條定理，名為「截距定理」和「中點定理」，相信讀者都

不會感到陌生。前者說：通過三角形一條邊上的中點且平行於另一條邊的

直線，必定通過第三條邊的中點。後者乃前者的逆定理，它說：連接三角

形兩條邊上的中點的直線，必定平行於第三條邊。一般學校都會在中三時

引入這兩條定理，而課本上的證明通常是如下所述。 

(I) 截距定理（見圖一） 
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圖 一 

設 D 是 AB 的中點，而 DE 與 BC 平行，欲證明 E 是 AC 的中點。通過

C 構作與 AB 平行的直線，交 DE 延長於 F。由於 BCFD 是一個平行四邊形，

有 CF = BD = AD；從 AD 與 CF 平行也知道 ∠ADE = ∠CFE 和 ∠DAE = 
∠FCE。故 ΔADE 與 ΔCFE 全等，便得 AE = CE，即是 E 是 AC 的中點，
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證畢。 

(II) 中點定理（見圖二） A 

D F E 
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圖 二 

 
設 D 和 E 分別是 AB 和 AC 的中點，欲證明 DE 與 BC 平行。通過 C 構

作與 AB 平行的直線，交 DE 延長於 F。從 AD 與 CF 平行得知 ∠ADE = ∠CFE
和 ∠DAE = ∠FCE；也知道 AE = CE。故 ΔADE 與 ΔCFE 全等，得知 CF = 
AD = BD。由於 BCFD 其中一對對邊既平行亦等長，故 BCFD 是一個平行

四邊形；特別地，DE 與 BC 平行，證畢。 

上述兩個證明不算太難亦不算太易，用到的只是簡單的全等三角形及

平行四邊形的性質，對中三學生而言，要求並不過份。倒是有一次有位學

生對截距定理的證明有以下提問：「為什麼你不考慮 ΔADE 和 ΔABC 呢？

它們的所有內角各自相等，故兩個三角形相似。既然 AD 是 AB 的一半，AE
自然也是 AC 的一半，E 就是中點了，何必添加補助線 CF 繞個大彎呢？」

類似地，對中點定理的證明也可以提問：「為什麼不考慮 ΔADE 和 ΔABC
呢？它們有一公共角，且夾角的邊的比例都是 1：2，故兩個三角形相似。

因此 DE 與 BC 平行，何必添加補助線 CF 繞個大彎呢？」如果你是班上的

教師，你會怎樣向這位深思好疑的學生解釋呢？這個提問確實在真正的課

堂上出現過，筆者之一曾多次在數學發展史課上討論，以說明數學史對教

與學的裨益，後來亦見諸 [1]。有興趣的讀者不妨參考該文。以下我們對這

個提問作一些更詳細的探討。 
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歐幾里得怎麼說？ 
讓我們看看古人的解釋，讀一讀歐幾里得（Euclid）成書於公元前四世

紀的名著《原本》（Elements），便會更清楚這些定理的脈絡。 

在初中學到相似三角形的檢定法則，共有三項： 

(1) 三角形對應的角相等； 

(2) 三條邊對應成比例； 

(3) 一個角相等且夾着這個角的兩邊成相等比例。 

原來它們分別是《原本》卷六的命題四、命題五和命題六。向前追溯

至卷六開首的定義，便知道歐幾里得只介紹相似多邊形的概念，當中自然

包括三角形的情況，他不必再介紹相似三角形是什麼。這樣做有一點好處，

就是通過命題四至命題六凸顯了相似三角形的一項性質，今天的學生卻可

能忽略了。命題四至命題六不單是相似三角形的檢定法則，它們還說明了

一個事實：一個本來同時倚靠角和邊去界定的概念，在三角形的場合只需

倚靠部份資料即能界定。沒有體會這一點，便可能犯上以下的錯誤證明（雖

然結論倒是對的！）。 

定理 若 AD、BE 和 CF 互相平行，則 AB : BC = DE : EF。（見圖三） 

A 

C 

B 

D 

E 

F 

 

 

 

 

 

圖 三 

「證明」 ABED 和 BCFE 的相應角相等，故它們是相似梯形。 
由此得 AB : BC = DE : EF，證畢。 

怎樣證明命題四至命題六呢？原來那要倚靠卷六的命題二：「若一直線

3 



平行於三角形的一邊，則它截三角形的兩邊成等比例線段；又若三角形的

兩邊被一直線截成等比例線段，則截點的連線平行於三角形的第三邊。」

截距定理是這命題第一部份的特殊情況，中點定理則是第二部份的特殊情

況。再細心閱讀命題四的證明便知道，其實運用第一部份（以下叫做命題

二甲）已能證明命題四，再運用命題四證明命題五和命題六，毋須動用第

二部份（以下叫做命題二乙）。（當中證明不贅，有興趣的讀者可以找《原

本》讀一讀，例如網上有一個版本，網址是 http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/ 
java/elements/elements.html。） 

如此看來，利用相似三角形的檢定法則 (1)（即命題四）去證明截距定

理（即命題二甲）是犯上邏輯上「貓兒追自己尾巴」的圈套！利用相似三

角形檢定法則 (3)（即命題六）去證明中點定理（即命題二乙），並沒有犯

上邏輯上的圈套。因此對於前面學生所提出的問題，答覆可以是：「我們可

以利用相似三角形檢定法則證明中點定理，但不可以證明截距定理。」但

是這個答案仍然不叫人滿意，以下將作解釋。 

首先，這個答案只會添加學生的困惑。既然兩個證明都是運用相似三

角形的檢定法則，為何一個合法，另一個卻不合法呢？ 

綜合前面所說，我們曉得命題二甲、命題二乙、命題四、命題五和命

題六全部邏輯等價。（不難證明命題二甲和命題二乙互相邏輯等價，也不難

證明從命題五能推論命題四。）但是，我們仍然不曉得如何解釋這些等價

命題當中任何一條為何成立。譬如說，為何命題二甲成立呢？事實上，命

題二甲才是關鍵的結果，較諸相似三角形檢定法則更為根本。同時，由於

可以直接證明命題二甲和命題二乙互相等價，因此運用相似三角形檢定法

則證明（推廣的）截距定理或（推廣的）中點定理，不是有些本末倒置嗎？ 

還有一點值得指出，鋪陳一套理論，表述為一系列的定理，單是弄清

楚定理與定理之間的推導只能算是初步的理解。數學證明的主要功用不僅

在於驗證，更在於洞察其理論為何成立，是什麼關鍵性質把全個局面支撐

起來（可參考 [4]）。歐幾里得在《原本》卷六先證明一條更根本的命題一：

「等高的三角形（或平行四邊形）的面積之比如同它們的底之比。」運用

命題一，歐幾里得證明了命題二（包括二甲和二乙），於是解釋了整件事的

來龍去脈，即從三角形面積之比可以得到推廣的截距定理和推廣的中點定
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理，而推廣的截距定理則可以證明相似三角形的檢定法則（見圖四）。這不

單顯示了面積和比例在《原本》的重要性，亦理順了前面提過的幾條命題

之間的邏輯關係，對我們今天的幾何教學頗富啟發（可參考 [1]）。 

 

 

 

 

 

 

 

命題二甲

命題二乙

命題四 

命題六 

命題五 

命題一 

《原本》的證明 學生的證明 可以證明 

圖 四 

回到引子的兩個證明，再多說一句話。這兩個證明只運用了全等三角

形理論及平行線理論，卻沒有運用相似三角形理論。一來，理論較為初等；

二來，其實已經在可公度量的情況下推廣了截矩定理和中點定理。要證明

一般情況下定理仍然成立，可避不開《原本》卷六定理二了。 

我們把截距定理和中點定理的數學內容不厭其煩地說了那麼多，倒不

是為了討論如何講授那兩條定理，也不是為了討論如何講授更一般的相似

形理論。我們既沒有論及如何通過實用例子（如縮細或放大圖樣或模型、

地圖或圖則的比例、測量等等）引入相似形的概念，也沒有交待清楚卷六

命題一和命題二的證明。對於前者，讀者都一定有不少教學經驗，各師各

法；對於後者，無法避免要先討論比例理論（《原本》卷五的設置正是為了

這個目的），可以是另一篇文章的題材了。在以下一節，讓我們看看這兩條

定理的證明給我們什麼啟迪。 

歷史真是那麼遙遠嗎？ 
有人或者會提出質疑：雖然《原本》是一個十分嚴謹的體系，我們為

5 



何一定要一成不變地跟隨它安排的命題次序去教學呢？事實上，有文獻曾

提出與《原本》不盡相同（教學用）的公理系統或想法（見 [9]、[6]，亦

見 [5] 的附錄）。這在普及教育下的「大眾數學」有著另一層意義：由於學

習數學之目的不限於培養數學家，故此學校數學不必以數學經典作教本。

（《原本》所標示的舖排次序是否就是數學家真正做數學時的製作過程，那

可是另一個值得探討的問題。）然而，數學經典之成為經典，自有其來由。

譬如《原本》的舖排不只是為了邏輯上之嚴謹，也有實際的原因。簡單地

說，如果我們先向學生教授「三角形對應角相等就有對應邊成比例」，然後

用它證明「截距定理」也好、「中點定理」也好，看似很方便，但問題旋即

變成先要證明前者，而它的證明（若不倚靠命題二）殊不容易。不少人沒

有察覺這點，只因為現今的數學課程內，相似三角形的檢定法則往往被當

作設定，不一定對它給出證明吧了！（五六十年前的課本，編排與此有別，

請見附錄。） 

學生常常困惑：數學家何以把數學弄得那麼複雜。其實層層分析，不

少數學的定義、概念的形成、命題出現的次序，都有非常合理的原因。教

師不正是要讓學生看到這一點嗎？從這個角度考慮，數學史不只是前菜或

甜品，也是主菜，甚至是具有指導作用的廚藝哲學（可參考 [2]、[3]、[7]、
[8]）。我們不是說學生學習數學要完全依循歷史的發展途徑，但後者顯然是

課程設計者的一盞指路明燈。 

那麼，通過對這兩條定理的討論我們主要想談什麼呢？我們主要想說

明，參考前人的智慧或者能夠幫助我們對全局有個更透澈更全面的理解，

這就是本文標題「古為今用」的意思。上述學生的提問源自課程內容佈置

的混亂，為了在中一或中二引入相似形，我們只介紹了相似形的概念卻不

作進一步的解釋，省略全部結果的證明。到了中三，當我們要求學生證明

這些結果時，卻又從來沒有說明起點是那裏。於是學生無所適從，不知道

那些結果要證明，那些結果可以假定為已知，那些結果比較其他些結果為

更根本。學生感到幾何難於掌握，是可以理解的。遺害更大者，是很多學

生「聽話」地「囫圇吞棗」，應付過了考試便算，心裏卻誤以為數學就是如

此零碎鬆散但又企圖披上嚴謹外衣的科目，掩掩映映之間只靠一位「權威

人士」作最後仲裁定案是對或錯。於是很多學生認為數學不是他們所能理

解的科目（does not make sense），與它疏離。作為一位教師或者課程設計者，

要不要想一想呢？ 
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當然，「古為今用」並不等同「復古」。現今仍然沿用二千多年前或者

五六十年前的一套去教學，不見得就解決了問題。截距定理和中點定理所

帶來的問題，提醒我們有必要全盤考慮中學幾何課程的編排，那可是另一

篇文章的主題了。 
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五六十年前，不少香港中學採用英國的幾何課本，通常是 C.V. Durell
的 A New Geometry (1939) 或 A.B. Mayne 的 The Essentials of School 
Geometry (1933)，書內的敘述仔細詳盡得多。那些課本是經改編後的《原

本》，保留了一定的原來編排，但適當地作了簡化。相似形的敘述是書的最

末部份，那些相似三角形的檢定法則都給出證明，就如同《原本》一般，

只是把《原本》卷六命題一的證明更改了，換上中學生都熟悉的樣子：三

角形的面積是底乘高的一半，因此等高的三角形的面積之比如同它們的底

之比。 

仔細審視，便知道難點給轉移到矩形面積的計算，即是看來毫不起眼

的「矩形面積 = 長 × 闊」！兩部課本都用貌似簡單的單位方格形劃分去

證明這條公式，但兩位作者都十分老實，加了一項腳註：這個證明只當矩

形的長和闊是可公度量時才適用，否則要另作證明。Mayne 更詳盡地加了

一個附錄，原原本本介紹了《原本》卷五的比例理論及卷六命題一的證明。

不過，他也加上一句：「這不在中學會考範圍內，考生只需懂得可公度量情

況下的證明。」筆者之一當年用的課本就是 Mayne 的書，也曾好奇地看了

一看這部份，卻是「一頭霧水」，說不上明瞭了什麼，但至少有個印象：面

積計算可不是簡單的事！ 

事實上，《原本》從來沒有給出圖形面積的計算公式，那並不符合當時

希臘數學的風格。譬如「矩形面積 = 長 × 闊」，我們只能從卷六命題一（等

高的平行四邊形的面積之比如同它們的底之比）推導出來。又譬如「圓的

面積 = 圓周率 × 半徑平方」，我們只能從卷十二命題二（兩圓的面積之比

如同它們的直徑平方之比）推導出來。箇中細節，離開本文主題遠了，不

贅。 
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