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數學、數學教育和滑鼠 

 

蕭文強 

香港大學數學系 

 

1．滑鼠 

 

  見到題目，讀者會猜測文章一定是與 IT（Information Technology, 資訊科

技）有關。他們猜對了；不過他們會大失所望，因為文章並不討論如何利用 IT 教

授數學。本文作者沒有足夠資格討論如何利用 IT 教授數學，文章要討論的重點，

在本節結束前會有明確分曉。 

 

  讓我直截了當先談滑鼠（mouse，亦稱鼠標）這東西。Stanford Research 

Institute 的 Douglas. C. Engelbart 帶領一隊研究人員專研人類與電腦互動平台，

有多項發明，其中一項是今天我們稱之為滑鼠的東西，於一九六八年十二月九日面

世。原始的滑鼠是一個裝有兩個金屬滾輪的木盒，一九七○年十一月他取得這項裝

置的專利權，形容它為「展示系統的 YX  顯示器」。[1，Chapter 3] 

 

 在一篇一九六三年發表的文章，Engelbart 已經預言今天電腦所擁有的一般

特質 [2， p.49]： 

 

「在這個階段，人們可以把正在處理的概念的代表符號展示在眼前，並且可以把這些

符號移動、儲存、提取，按照極其複雜的程序操作。人們只需要提供最小量的信息，

便能運用互相配合的特殊技術設備，使電腦作出迅速回應。」 

 

除卻技術設備以外，Engelbart 在文章中宣告一項關鍵訊息，即是電腦不單是提高

效率的工具，它還能提升智慧，因而改變我們對這個世界的思想方法。在 [2， 

p.49]他說：「我們可以設想一些比較淺易的方法。增加操作外在符號的能力，再

而設想接著而來在語言和思想方法的改變。」以文字處理為例，他描述了文字處理
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器的原理，評論它對書寫的影響，認為它並非只是提供快速打字功能那麼簡單。

[2， p.41-42]： 

 

「因此，這個假設的書寫機器能讓你用一種嶄新的方法處理寫作。例如，你可以從舊

的草稿中提取摘錄，從新排放，再以打字方法加上字句或段落，便能迅速撰寫新的草

稿。因而你的第一草稿只代表以任何次序無拘無束地湧現的意念。在你檢查曾經出現

的想法時，會不斷激發新的考慮因素和意念， …  如果你能快速及靈活地改變工作記

錄，便可以更容易整合新意念，令創作更加順暢。」 

 

這篇文章的主旨，是要討論這些新科技如何影響數學的學習與教學。 

 

 

2．數學科（在學生與公眾心目中）的當前狀況 

 

最近我看了一本書，題為《誰需要古典音樂呢？文化選擇與音樂價值》

（Who needs Classical Music? Cultural Choices and Musical Value, Julian 

Johnson），其中有以下幾段話： 

 

「音樂教育工作者的處境很困難，他們嘗試講授一些學生很少機會在課堂以外碰

到、更不用說要運用的東西，這樣做不單在課堂裡受到學生抗拒，在課堂外受到的

阻撓也愈來愈大。即使行內人也對古典音樂宣稱的功能多了自我懷疑，這樣，於音

樂教育明顯做成影響。新的作風變成多元化，只求討好所有人，不可冒犯任何人。

因此，教育制度一如市場機制：學生可以選擇多種不同的產品。不過，因為對產品

缺乏深入分析，他們不可能作出有意義的選擇。」[5,  pp.118-119] 

  

「我的論點中心是：古典音樂與眾不同，是在於它刻意注重自身的音樂語言。它能

稱為藝術，是因為它對本身的內容及其規格式樣情有獨鍾，不僅考慮對象及社會功

能而已。」[5,  p.3] 

 

「… 它與日常生活有切身的關係，但又不是迫切的；即是說，它由我們的直接經

驗取材然後加工，用另一種方式表現出來。如此，它與日常生活保持一定距離，卻

同時與日常生活保持某種關係。」[5,  p.5] 
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我對這幾段話產生共鳴，因為如果把「（古典）音樂」換作「數學」， 這

些話也描述了實況：數學教育和音樂教育面對同樣的困境。由此引出另一個問題：

數學群體是否過份只關注自身而自視過高呢？ 

 

諷刺的是：當無人否認數學是重要且實用的同時，這門學科對公眾的吸引力

卻不斷下降──學習動機下降，熱情下降，認真程度下降，因而選修數學的本科生

人數也下降。為什麼呢？有很多外在因素，其中有些不是數學群體可以控制的。但

是，還存在一些內在因素需要數學群體自省。在這篇文章我將會集中討論一些與

IT 有關的內在因素。（也許我要先指出，對我而言，這些「因素」並不一定帶有

負面的標簽，我只是希望從中反思。） 

 

 

三．我們的一些學生是怎樣的 

 

讓我們馬上來到課室看看，很多老師（至少我）會對下面描述的情況同樣感

到沮喪：[9, p.7] 

 

「你有沒有遇到做一般普通刻板運算也莫名其妙地出錯的學生？ 

你有沒有遇到忘記你去年教的、上學期教的、甚至上星期教的東西的學生？ 

你有沒有遇到在測驗時懂得做普通計算題卻不懂得在其他場合使用這些技巧的學生？ 

你有沒有遇到好像什麼都明白了（因為他們測驗都取得及格）但卻抱怨什麼都不明白的學

生？」 

 

以下我敘述兩個課堂經歷的事例： 

 

（1） 在微積分課堂的考試上，我讓學生做一道相當常見的題目：平面 1 yx 與

曲面 xyz  相交於某曲線，求這條曲線（由 Oxy-平面上起計）上最高點及最低

點。 
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這道題目可以視為滿足某約束條件的極值問題，甚至化作單變數的極值問

題。其實，即使只懂得中學數學的二次型知識，已足以解決這道題目。可是，除了

正確答案以外，我還讀到以下的“答案”。 

 

“答案 1”： xyz   及 1 yx 。故 1 yxzxy ，即 01 yxzxy 。 

置 1),,(  yxzxyzyxF ，則 01
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。這是不可能的，所以極值點並不存在。 

 

“答案 2”： xyz  及 1 yx 。故 1 yxzxy ，即 1 yxxyz 。
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，可知  1,1 是個鞍點。 

 

“答案 3”： xyz  及 1 yx 。故   1
2
 yx ，即 1222  xyyx ，亦即
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 0,0 是取局部最大值的點。 

 

“答案 4”： xyz  及 1 yx ，故 xy
x

z
 1 ，即 2xxz  ，亦即

02  xxz 。置 2),( xxzzxF  ，則 021 



x

x

F
，

01
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F
。這是不可能的，所以極值點並不存在。 

 

如果學生繪出幾何圖形，答案便顯而易見，從而察覺以上每一“答案”的錯

誤。但是有些學生只熱中於解題的“獨步單方”而不自覺地局限了自己的視野，就

像馬兒戴上遮眼罩一樣。 
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（2）  在抽象代數課，我給學生出了一道頗為標準的習作：定義影射

]2[][: ZZ XF 為 )2())(( fXfF  ，試證明 F  是個環同態，是滿射但不是單

射。 

 

有一位學生前來對我說他不懂得怎樣做。他能說出環同態的正確定義，但我

看得出他並不理解其中的含意，只是死記硬背單射同態、滿射同態這些名詞。當我

詢問他有什麼困難時，他含含糊糊地說：「我讀到同態那一節，課本上說它涉及兩

個元 21 , xx ；你知道喇， )()()( 2121 xfxfxxf  ， )()()( 2121 xfxfxxf  ，…。你

必須利用 21 , xx 作計算，事情變得有些複雜，…讓我在 ][XZ 取兩個元 21 , xx ，那麼

)()()( 2121 xfxfxxf  ；咦，那不是我在線性代數課上學過的東西嗎？但現在

我需要考慮   ...)( 21  xxfF ，怎樣才可以插入那個 )2(f 呢？我沒有辦法把

)2(f 放進去！」我向他指出那兩個元 21 , xx 都是整系數多項式，未定元為 X；再

問他 )( 21 xxf  究竟是什麼，甚至他寫下的 f  究竟是什麼時，他一臉惘然之色！ 

 

奇怪的現象是：學生似乎不明白首先必須弄清楚問題是什麼，他們只是盡量

抓著不放一些看似熟識或曾經學過的東西，他們沒經思考卻希望借助這些東西去處

理當前的問題。其實，把已學的東西與新學的東西連結起來，不失為一個好主意，

而且是很好的訓練。但是，他們的輕率態度，他們不作深入思考而急於找到答案的

做法，值得我們關注。 

 

很多時候，不是數學內容本身難倒學生，最少起初仍然不是；而是他們還未

碰到數學內容已被難倒！他們不能安靜地坐下來思考問題。當然，安靜地坐下來思

考不能保證一定能解決問題，但至少可以弄清楚問題是什麼和明白困難所在，否則

只能養成一種亂打亂撞的心態（在本文將稱此為“滑鼠點擊”心態）。更壞的情況

是，如果學生不知就裡而擊中（其實他不明白自己為何作此一擊），便深信已經明

白箇中道理，但事實並非如此；如此得來的混亂知識，終有一天會成為他的學習障

礙。 
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四．關於學習數學 

 

在 [13] Henri Poincaré 說：「無疑，要教師講授一些他自己並不完全滿意

的東西，並不容易；不過，教師自身的滿足感並不是教學的唯一目的。我們首先要

關心學生的思想狀況，以及我們祈望他們達致什麼境界。」設法了解學生如何學習

是非常重要，即使每個人學習的方法不盡相同。Seymour Papert 在 [11，第五章] 

創造了個名詞“mathetic”代表學習的藝術，類比於“pedagogy”代表教學的藝

術。正正如是，“mathematics”（「數學」）在希臘字源表示「那些要學的東

西」，因此，數學就是要學的東西，而不只是要教的。 

 

究竟這一代的學生怎樣學習呢？美國時代週刊出版的一期特刊（2003 年 8

月 25 日──2003 年 9 月 1 日）封面上有這樣的大標題：《超級兒童：科技如何改

變人類的下一代？》。裡面刊載一篇以「上網學習」為題的文章，文中有兩點值得

注意： 

 

“兒童的腦袋愈來愈擅長於處理各種視覺資訊。” 

“孩子們愈來愈善於在同一時間處理多項事情，不過代價是，他們不能深入了解其

中任何一項。” 

 

IT 時代培養了新的一代，他們與上一代，即是他們的父母或老師，有不同

的工作習慣、學習習慣、以至思想方式。年青的一代對外來刺激反應快得多，更能

同一時間處理多項工作；另一方面，他們卻欠缺上一代的耐性和專注，較少願意把

單一項工作完成至一定深度。對於上述情況，有不少書本討論其優點（例如 [10，

12] ）及其缺點（例如  [16，17]）。雙方的意見，我們都應該聆聽。 

 

如果我問學生：已知量 A 是小於、或相等、或大於己知量 B 呢？很多學生

會馬上啟動腦袋裡的“滑鼠”，以下是可能的對話： 

 

「小於？」 

「錯。」 

「大於？」 



 7 

「錯。」 

「等如。」（中了！） 

 

不過我不會以「對」或「錯」回應學生的答案，而以「為什麼？」去引導他們思

考；可惜的是，大部份人不願意思考。他們慣於用滑鼠快速地得到「對」或「錯」

的答案，以錯了又再試的反覆試驗方法（trial and error）來學習。用滑鼠找答

案，就算錯了，時間上也無損失，反而思考如何得到合理的答案更花時間。因此，

我們毫不奇怪為什麼今天沒有多少學生有足夠耐心去明瞭一些例如下述的問題：有

一次，甲斷言乙否認丙宣佈丁是說謊者。已知甲、乙、丙、丁每人各自說三句話中

只有一句是真實的，問這一次丁說真話的可能性有多大？（這問題由英國天文學家

數學家 Sir Arthur Stanley Eddington 在一九五○年提出，刊載於 American 

Mathematical Monthly 第 57 期，在 [3] 有解釋。）碰到這樣的問題，腦海裡並

沒有“滑鼠”可以點擊！有些學生被問題的趣味吸引著，還願意保持一點耐性努力

去嘗試解答。但是，他們若碰到一些是數學課本裡較標準的習題、而要求有如花在

上題的工夫才能明白時，反應又如何呢？例如：設 R R:f 是個連續函數，S 是

R 的一個子集。如果每個在 S 的數列都有一個子數列收歛於 S 內的某個數，試證

明對任何正數 ，必存在正數 滿足以下條件，當 x和 'x 是 S 內的數且  'xx ，

則  )'()( xfxf 。 （一項相關的、值得辯論的要點：我們今天是否應如過往那

樣重視這類問題呢？） 

 

我們仍然傾向於告誡學生：學習數學時，如果碰到複雜的情況，應該冷靜、

集中精力去處理問題。誠然，對於其他一些科目，「點擊滑鼠」可能已成為一種普

遍使用的方法，甚至是更有效的方法。有一些情況，用滑鼠點擊所有可能的答案所

花的時間，比事前有根有據地選擇正確答案為少；有一些情況，影像展示帶來的訊

息，比抽象演繹方法為多。在這種文化中成長的學生，我們能否說服他們事實並不

一定是如此呢？我們應該讓他們知道，「點擊滑鼠」方法，在學習數學上是行不通

的，因為有很多情況，沒有一位「高人」在旁，可以每次替他們決定那一項選擇是

正確的答案。 
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在這個 IT 年代，我們應該保持深入思考這一優良傳統；前人清楚解釋了這

一點。《周髀算經》是現存最古老的中國數學書籍，相信是公元前五世紀至二世紀

編寫的，其中載有容方和陳子的對話： 

 

容方曰：…  今若方者。可教此道邪。 

陳子曰：…  然。此皆算術之所及。子之於算。 

足以知此矣。若誠累思之。 

[容方]曰：方思之不能得。敢請問之。 

陳子曰：思之未熟。此亦望遠起高之術。 

而子不能得。則子之於數未能通類。是智有 

所不及。而神有所窮。夫道術言約而用博者。 

智類之明。問一類而以萬事達者。謂之知道。 

…夫道術所以難通者。既學矣。患其不博。 

既博矣。患其不習。既習矣。患其不能知。 

…是故。能類以合類。此賢者業精習肖之質也。… 

 

 

意譯如下： 

 

容方說：… 像我這樣愚蠢的人可以學習數學嗎？ 

陳子說：當然可以。你學懂了的基本算術已經足夠令你可以繼續學習。 

（幾天後，容方再去找陳子。） 

容方說：我還是想不到；可否再請教你呢？ 

陳子說：這是因為雖然你想過，但未達到思考成熟… 。你不能把你學過的融會貫

通。… 涉及的數學雖然簡單，很容易解釋，但卻有廣泛應用。明白了一類

問題後，可以引伸至其他類別的問題。… 精通數學之難處在於：學懂了卻

擔心未達到廣博，達到廣博了卻擔心實習不足，實習足了卻擔心理解的能

力；能夠比較和對照各類問題的人，才是有智慧。 

 

 

5．三個與內容有關的例子 
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電腦科技的不斷發展，可能改變數學教學內容的要點，又或者改變數學的教

學法。有些數學內容過去是教學重點，今天或不需要如此重視，或應以另一觀點教

授。雖然我已聲明自己沒有足夠資格討論數學教學如何結合 IT，但我得承認 IT 在

數學教學上擔當一定的角色。這個問題，一方面因為我的專門知識不足夠，另一方

面因為內容太專門，不適合在本文討論，不過，我會用三個例子說明一些有趣的要

點。 

 

(1)  在一九八○年代某堂課上我使用一具可寫作程式的袖珍計算器去顯示以多項

式近似符合一個給定的函數，也就是該函數的 Taylor 級數表示。今天使用電腦的

話會更生動，收歛的性質會更清晰（見圖 1）。 

 

 

圖 1 

 

但那絲毫沒有抹煞理論討論的重要，譬如看看
21

1
)(

x
xf


 的情況（見圖 2）。 
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圖 2 

 

這個函數的情況與先前那個正弦函數有何分別呢？即使計算了很多項也看不

出端倪，學生會感到困惑，但那是好事。在
21

1
)(

x
xf


 的情況，在開區間 )1,1(

外面發生了什麼事呢？在 )(xf 中置 x為 1 或 1 仍然看不出苗頭來。要全盤明白這

一回事，我們需要從理論角度著手，把 )(xf 看成是複數域上的函數，事情才看得

透澈。 

 

如果多項式不能達致近似符合的目的，有沒有別的函數可以用呢？一些理論

考慮再輔以電腦影像展示，學生便會了解到 Fourier 級數的力量了（見圖 3）。 
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圖 3 

 

 

(2)  法國數學家 Pierre Varignon 在十七世紀證明了一條有名的平面幾何定理：

若 DCBA ,,, 是任意四邊形PQRS 的邊上的中點，則 ABCD是個平行四邊形

（見圖四）。 
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圖 4 

 

運用電腦幾何軟件 CABRI 或 SKETCHPAD 學生可以隨意更改PQRS 的形狀

獲致這份驚喜；四條邊上的中點 DCBA ,,, 永遠組成一個平行四邊形。接著，他們

可以開始思考如何證明這個有趣的現象。London University 的 Institute of 

Education 的 Celia Hoyles 提出一項更深刻的觀察，就是 Varignon 定理的強逆

定理 [4]。先給定四點 DCBA ,,, 。取任何點 P 開始做以下的構作。連結 PA，延長

至 Q 使 AQPA  。連結 QB，延長至 R 使 BRQB  。連結 RC，延長至 S 使

CSRC  。連結 SD，延長至 T 使 DTSD  。一般而言，我們不預期 T 和 P 相合。

如果 T 和 P 真的相合，我們便得到一個四邊形PQRS ，以 DCBA ,,, 為其邊的中

點。有趣的問題是：什麼時候 T 和 P 相合呢？再一次運用 CABRI 或

SKETCHPAD，學生不難察覺到當 P 走動時，TP 其實是一段長度不變方向不變的

線段。這是一個有用的線索，導致運用向量去證明 T 和 P 相合當且僅當 ABCD是

個平行四邊形。  

 

如果我唸中學時有 CABRI 或 SKETCHPAD 那多好！在中學時代我愛做歐氏

平面幾何的題目，回頭看那些日子，我嘗到發現的樂趣，也嘗到明白一些既是可觸

及的實在（你至少可以從畫圖中看到發生什麼，雖然起初你仍然不明白為何那些事

情會發生），但又不明顯（起初你不知道為何會如此）的現象。幾何是讓人可以同

時訓練邏輯紀律但又培養天馬行空想像的一個科目。在中學時代，為了讓自己對一

個問題更熟悉了解，我畫了不少的圖，但無論我手繪多少圖，當然遠遠及不上用

CABRI 或 SKETCHPAD 那麼有效率及富有啟迪作用。 
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(3)  最後這個例子取材於香港大學教育學院 Francis Lopez-Real 和 Allen 

Leung（梁玉麟）的研究工作  [7]，也是關於歐氏平面幾何，但試圖帶出另一要

點。他們的研究涵蓋範圍更廣，是關於 DGE（Dynamic Geometry 

Environment）。首先他們著學生運用 CABRI 解以下問題：構作一直線段 AB，把

AB 分成三等份。構作方法頗簡單，在 AB 上取任意一點 C，以 C 為中心以 AC 為

半徑構作一個圓，切 AB 於 D。再以 D 為中心構作一個同樣大小的圓，切 AB 於

P。把 C 沿 AB 拉至使 P 和 B 相合，則 C 相應地給拉至 'C ，D 相應地給拉至 'D ，

便有 BDDCAC ''''  了。 

 

有趣的事情是把這個手法用於給定 AOB，取圓弧 AB 上任意一點 C，構作

等角AOC，COD，DOP，其中 D，P 也在圓弧 AB 上。把 C 沿圓弧 AB 拉至

使 P 和 B 相合，則 C 相應地給拉至 'C ，D 相應地給拉至 'D ，便有

OBDODCAOC ''''  了（見圖 5）。 

 

 

圖 5 

 

兩個構作有沒有基本差異呢？從理論角度看，我們曉得古典幾何構作方法能

三等分一個線段但不能三等分一個角。因此，DGE 中有些額外的元素給加進了。

一個可以探討的問題是：利用這種新工具，有那些構作問題可以被解決呢？如同歷
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史上數學家研究在古希臘幾何裡有那些構作問題可以被解決呢？我也由此想到，科

技如何影響數學發展？如同直尺和圓規啟發了古希臘數學家研究構作問題，從而導

致新的數學方法及理論出現 [8]，在未來的日子裡，IT 導致新的數學方法及理論出

現，一點也不奇怪。 

 

 

6．後語 

 

二○○四年一月某日丹麥報章 The Copenhagen Post 的頭條是： 

 

「重拾片件：樂高於二○○三年出現歷史性虧蝕，管理層大調整。」 

 

二○○三年丹麥巨型玩具生產商樂高（Lego，其名出自丹麥語 LEg GOdt，意思

是“開心玩”）虧蝕高達一億八千八百萬歐羅，其中一個原因是投資策略上的錯

誤。近年來樂高太著重生產與流行電影及書籍有關的玩具，這些“目標為本”的產

品雖然是精密、時髦，但同時也是“一次過”的。相比下，一套簡單的樂高積木可

以任由人按照自己的創意砌出各種不同的玩意兒。因此，樂高的行政總裁宣佈將再

主力生產他們的基本產品：樂高積木。 

 

數學老師從這一事件中得到什麼教訓呢？我認為那是一項有力的提示：數學

課堂不適宜只為某些特定用途而廣泛使用 IT；長遠來說，注重基本概念對學習更

為有利。學生需要學習和掌握什麼基本概念呢？IT 可以怎樣幫助學生學得更好，

而不會局限他們的審慎及深入的思考能力呢？怎樣保証發現法並不等同胡猜亂想的

策略、富於想像的態度並不等同漫不經心的態度、同一時間進行多項工作的能力並

不等同馬虎倉促完事、使用 IT 並不等同不經思考地只按指示逐步進行呢？這些問

題都是數學教育工作者在這個 IT 年代需要思考的。 

 

第二節曾討論古典音樂，我們現在再讀一段有關古典音樂的文章摘錄，文章

題目是「不合調」，刊於二○○三年四月五日英國報章 Financial Times： 
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「…相繼由教會、貴族社會、資產階級孕育及培養出來的古典音樂，在「微波爐文化」

中不合時宜，它的價值，在於紀律、專注、自我完善、獨特個性、靈性 / 哲學沉思等

等，都是少數受教育者的價值。」 

 

在這一段摘錄裡，我們可以再一次把“古典音樂”換作“數學”。Julian Johnson

在他的書裡也表達相似但更強烈的感受 [5， p.89]： 

 

「我們生活在一種“即食”文化 (digest culture)；在“即食”文化中，人們不願意作

持續思考，這種情緒很快演變為敵視持續思考的態度；不久，敵視態度更遮掩了不能

從事持續思考的能力。」 

 

不願作持續思考（sustained thought）的危險確實存在；數學的顯著特點

與 IT 時代的流行文化之間，有一種內在的“不協調”。但是，這種“不協調”，

不應被看成是一種“矛盾”。我們要明白在 IT 的年代，思想不集中與深入思考

間，存在著一種張力；但是，人們不可能永遠都同樣活躍，而不停下來用心思想。

我以中國經典名著《大學》的一段話作為結束： 

 

知止而后有定。定而后能靜。 

靜而后能安。安而后能慮。 

慮而后能得。物有本末。 

事有終始。知所先後。則近道矣。 
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